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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

1.1 Relagao de preordem

Definicao 1. Uma preordem em um conjunto X é uma relacdo entre pares de elementos de
X, genericamente representada pelo simbolo <, que se caracteriza por cumprir as seguintes
duas propriedades:

e TS I
e Sex<yey<z entdao x < z;

Indica-se com a notac¢do (X, <) um conjunto X munido com uma preordem <. Dizemos
neste caso que X é um conjunto preordenado.

Para conjunto X e preordem R e para Y C X entéo a relagio RN (Y xY') é uma preordem,
e chamamos de preordem induzida em Y por R.

Para conjunto X e preordem R, entdo a relacio R~! é uma preordem, e chamamos de
preordem oposta a R.

Para conjunto X, se denotamos uma preordem por <, entdao também denotamos a preordem
oposta por >.

Definicao 2. Seja (X, <) um conjunto preordenado.

o Dizemos que (X, <) é dirigido (ou filtrante) por cima se e s6 se dados quaisquer
r,y € X, existe z€ X talquex <zey <z

o Dizemos que (X, <) é dirigido (ou filtrante) por baixo se e s6 se (X, >) é dirigido
por cima.

o Dizemos que (X, <) é dirigido (ou filtrante) se e s6 se é dirigido por cima e por
baixo.

Defini¢ao 3. Para conjunto preordenado X:
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CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES 1.1. RELACAO DE PREORDEM

e Um segmento final é um F C X tal que para z,y € X, sexz € E e x < y, entdo
yekb.

e Um segmento inicial é um segmento final de X em relagdo a preordem oposta.

e Um intervalo é um F C X tal que para z,y,2 € X, sex € Feye Fex <z <y,
entao z € F.

Definig¢ao 4. Para conjunto preordenado X e para F C X:

e Dizemos que FE é cofinal em X se e s6 se para x € X existe e € E tal que z < e.

e Dizemos que E ¢é coinicial em X se e s6 se é cofinal em X em relacdo a preordem
oposta.

e Dizemos que F é coterminal em X se e s se é cofinal e coinicial em X.

Em topologia, também diremos que E é um sistema fundamental de X se e s6 se E é
coinicial em X.

Proposicao 1. Para conjunto preordenado X e e subconjunto B, entdo:

e O conjunto dos x € X tais que existe b € B tal que b < x é o menor segmento final
de X contendo B, e chamé-lo-emos de o segmento final gerado por B.

e O conjunto dos z € X tais que existe b € B tal que x < b é o menor segmento inicial
de X contendo B, e chama-lo-emos de o segmento inicial gerado por B.

e O conjunto dos x € X tais que existem a,b € B tais que a < & < b é o menor intervalo
de X contendo B, e chamé-lo-emos de o intervalo gerado por B.

Demonstragdo. Temos o seguinte:

e Seja F o conjunto dos x € X tais que exista b € B tal que b < z. Para z,y € X, se
reEFerx<y,existebe Btalqueb<z,alb<y,aly € F; logo F é um segento
final. Para b € B, entdo b < b, ai b € F; logo B C E. Para segmento final F' tal que
B C F,entdoparax € Fexistebe Btalqueb<z,aibe F,alx € F;al ECF.

o Basta aplicar o item anterior para a preordem oposta.

e Seja ¥ o conjunto dos x € X tais que existam a,b € B tais que a < z < b. Para
z,y,z€ X,sex e Feye Fex <z <y, existem a,b € B taisque a <z ey <b, ai
a<z<b al z € F;logo F é um intervalo. Para b € B, entdo b < b < b,aib € F;
logo B C E. Para intervalo F' tal que B C F, entao para x € F existem a,b € B tais
quea<z<balacFebeF,alzeF;al ECF.

O
Com isso, ¢é facil ver que, para conjunto preordenado X e para B C X, entdo B é um

sistema fundamental de um tnico segmento final em X, que é justamente o segmento final
gerado por B.



CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES 1.2. FILTROS

1.2 Filtros

Definicao 5. Dado conjunto preordenado X, um filtro é um subconjunto F' C X satisfa-
zendo as seguintes propriedades:

o F#10.
e F é dirigido por baixo.
e I é um segmento final.

Proposicao 2. Seja X um conjunto preordenado e seja B C X, entdo B é um sistema
fundamental de um filtro se e sé se satisfizer as seguintes condicoes:

e B#0.
e B é dirigido por baixo.

Demonstracio. Se B for base de um filtro F', entdo F' # 0 e B C F, ai B # (), e para
z,y € B entao existe z € Ftalque z<xez<y,alexistebe Btalqueb<z,aib<zxe
b < y; logo B ¢ dirigido por baixo.

Se B for nao vazio e dirigido por baixo, entdo sendo F' o segmento final gerado por B, entao

B CF,al B#10,eparax,y € F existem a,b € B tais que a < x e b < y, af existe c € B

talquec<aec<baice Fec<xzec<b;al F é dirigido por baixo, ai F' é um filtro.
O

1.3 Relacao de ordem

Defini¢do 6. Dizemos que um conjunto preordenado (X, <) é parcialmente ordenado
se e sO se satisfizer a seguinte propriedade:

e Sex<yey<ux entdo z=y.

Definigao 7. Seja X um conjunto parcialmente ordenado.
e Dizemos que x <yseesdésex <yexFy.
e Dizemos que x > y se e 86 se y < x.

Proposicao 3. Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Para x,y,z € X,sex <y < z
ouz <y <z, entao z < z.

Demonstracio. Sex <y<zex<y<z,entior<y<z alz <z masz #youy#z,
al, juntando com z < y e y < z, entdo y jé T ou 2 f y, ai, juntando com y < ze xz < y,
entdo x # z, assim = < z. O

Definicdo 8. Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado (X, <) é totalmente or-
denado se e sé se satisfizer a seguinte propriedade:
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CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES 1.4. RETICULADOS

e z<youy<ux.
Definicao 9. Seja X um conjunto parcialmente ordenadoe £ C X ea € X.

e Dizemos que a é uma cota superior de ¥ em X se e s6 se para todo x € F tivermos
x < a.

e Dizemos que a é uma cota inferior de £ em X se e s6 se para todo x € E tivermos
a<czx.

Definigao 10. Seja X um conjunto parcialmente ordenado e m € X.
e Dizemos que m é maximo se e s6 se para todo x € X tivermos x < m.
e Dizemos que m é minimo se e s6 se para todo x € X tivermos m < x.
e Dizemos que m é maximal se e sé se para todo x € X, se m < x entdo x = m.
e Dizemos que m é minimal se e s6 se para todo x € X, se x < m entdo x = m.

Lema 1 (Lema de Zorn). Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Suponha que
todo subconjunto totalmente ordenado M de X possua uma cota superior em X. Entao X
possui um elemento maximal.

Corolario 1. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Suponha que todo subcon-
junto totalmente ordenado E de X possua uma cota superior em X. Entao para p € X, o
conjunto X possui um elemento maximal m tal que p < m.

Demonstragdo. Seja Y o conjunto dos x € X tais que p < x. Para subconjunto totalmente
ordenado FE de X, entdo: (1) se E = (), entdo p é uma cota superior de () em Y; (2) se
E # (), entao E tem uma cota superior m em X, mas existe e € F,aip<e<z,aimeY.
Logo, pelo lema de Zorn, Y tem um elemento maximal m. Para x € X, se m < x, como
p<m,entdop <z,aix €Y, al xt =m. Logo m é maximal de X e p < . O

1.4 Reticulados

Defini¢ao 11. Seja conjunto parcialmente ordenado X e E C X e a € X.

e Dizemos que a é supremo de F em X se e s6 se a¢ é minimo do conjunto das cotas
superiores de Ef em X, e nesse caso dizemos que a = supy £ = sup E.

e Dizemos que a é infimo de F em X se e s6 se a é maximo do conjunto das cotas
inferiores de F em X, e nesse caso dizemos que a = infx F = inf F.

Definigao 12. Seja X um conjunto parcialmente ordenado.

e Dizemos que X ¢ limitado por cima se e s6 se X tem um méaximo, que nesse caso
denotamos por 1 (ou T).

10
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e Dizemos que X ¢é limitado por baixo se e s6 se X tem um minimo, que nesse caso
denotamos por 0 (ou L).

¢ Dizemos que X é limitado se e s6 se X é limitado por cima e por baixo.
Defini¢ao 13. Seja X um conjunto parcialmente ordenado.

o Dizemos que X é um reticulado por cima se e s6 se para x,y € X entao {z,y} tem
supermo em X, que nesse caso denotamos por z Uy (ou x V y).

o Dizemos que X é um reticulado por baixo se e s6 se para z,y € X entdo {z,y}
tem infimo em X, que nesse caso denotamos por x My (ou z Ay).

e Dizemos que X é um reticulado se e s6 se é reticulado por cima e por baixo.

Proposicao 4. Seja X um conjunto parcialmente ordenado, e seja F' um segmento final de
X. Entao temos o seguinte:

e Se X é limitado por cima e F' # (), entdo 1 € F.

e Se X é reticulado por baixo e F é dirigido por baixo, entdo para x,y € F temos
xMy € F.

Demonstragdo. Temos o seguinte:
e Se X ¢ limitado por cima e F' # (), entao existe x € F, mas x < 1,ai 1 € F.

e Se X é reticulado por baixo e F' é dirigido por baixo, entao para x,y € F existe z € I
talque z <zez<y,alz<zxMNy,alxzMNy e F.

O

Definicao 14. Um conjunto parcialmente ordenado é dito um reticulado completo se e
s0 se todo subconjunto £ de X tem supremo e infimo em X, que nesse caso denotaremos
por | | E e [ ] E respectivamente. Além disso, se I é um conjunto e z : I — X é uma funcgao,

entdo definimos | |;c; x; = | [(Im(2x)) e [];c; 2 = [ ](Im(x)).

Proposigao 5. Seja X um conjunto parcialmente ordenado em que todo subconjunto tenha
supremo em X. Entdo X é reticulado completo.

Demonstragio. Para A C X seja B o conjunto das cotas inferiores de A em X. Seja m
supremo de B em X. Entdo para todo a € A, entdo para todo b € B temos b < a; logo
m < a; portanto m € B. Assim m é maximo de B, ai m é infimo de A em X. O

Definigcao 15. Um reticulado X é dito distributivo se e s6 se satisfizer as seguintes
propriedades:

e xM(yUz)=(xNy)U(xMz).

11



CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES 1.5. ALGEBRAS BOOLEANAS

e zU(yMz)=(xUy)MN(zUz).

Proposicao 6. Seja X um reticulado tal que para quaisquer x,¥y,z € X entdo tenhamos
zM(yUz)=(zMNy)U(xMz). Entdo X é distributivo.

Demonstragdo. Para x,y,z € X, entdao temos:

(xUy)MN(zUz2)
= (acl_l(xl_lz))l_l(yl‘l():cl_lz))
(

zU((yNx)U(yMz))
(xU(yMNz))U(yMz)
= zU(yMNz)

Logo X é distributivo. O

Analogamente podemos mostrar que para reticulado X tal que para quaisquer x,y,z € X
tenhamos z U (yMz) = (zUy) N (z U z), entdo X é distributivo.

Definig¢ao 16. Seja X um reticulado completo:

e Dizemos que X ¢ infinitamente distributivo por cima se e s6 se parat € X e
A C X tivermos t M (| |,cq @) = Lpea(tMa).

e Dizemos que X é infinitamente distributivo por baixo se e s6 se parat € X e
A C X tivermos ¢t U ([T,eq @) =[ea(tUa).

e Dizemos que X ¢ infinitamente distrubutivo se e s6 se é infinitamente distributivo
por cima e por baixo.

1.5 Algebras Booleanas

Definicdo 17. Seja X um reticulado limitado. Para z,y € X, dizemos que y é um com-
plemento de z seesésexMNMy=0exlly=1.

Proposicao 7. Para reticulado limitado distributivo X e para z,y,z € X, se y e z sao
complementos de x, entdo y = z.

Demonstracao. Temos o seguinte:
e z=1MNz=(zUy)Nz=(zNz)U(yMNz)=0U(yMNz)=yMz al z <y.
e z=0Uz=(zMNy)Uz=(xUz)MN(yUz)=0N(yUz)=yUz aly <z
Portanto y = z. 0

Definicao 18. Um reticulado complementado é um reticulado limitado em que todo
elemento tenha um complemento.

12
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Definicdo 19. Uma Aalgebra booleana é um reticulado complementado distributivo.
Nesse caso, para cada x € X, denotamos o tinico complemento por x€.

Proposicao 8. Se X é uma algebra booleana, entdo (zUy)¢ = x2°My e (zMy)° = x°Ly°.

Demonstragio. Temos (xUy) M (z°My°) = (xMz°MNy°) U (yMzfMy®) = 0U0 = 0 e também
(zUy)U(z¢NyS) = (zUyUz)MN(zUyUy)=1M1=1,al (xUy)°=zx°My° A outra
identidade é mostrada de maneira analoga. O

Proposicao 9. Toda algebra booleana completa é infinitamente distributiva.

Demonstragio. Parat € X e AC X, sejaw = | |,c4a, entdo Va € A:tMa < tMw, e para
x € X tal que Va € A:tMa < x, entdo para a € A temos tMa < x,al t°Ux > t°U(tMNa) =
t°Ua > a;logo w < t°Ux, al tMw < tM(t°Uw) = tNw < x5 logo tMw = | |,c4(tMa). Logo
X é infinitamente distributivo por cima. Analogamente mostramos que X é infinitamente
distributivo por baixo. Assim X ¢é infinitamente distributivo. O

13
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Capitulo 2

Espacos Topolégicos

2.1 Topologias Abstratas

2.1.1 Definicoes iniciais

Definigao 20. Seja X um reticulado completo. Uma topologia abstrata em X é um
subconjunto T' C X satisfazendo o seguinte:

e 1€T.
e Paraz,ye€T entaozxNyecT.
e Para AC T entao | |AeT.

Nesse caso (X, T') é dito um espago topolégico abstrato, e para z € X dizemos que z ¢é
abertoseesésex €T.

Exemplo 1. Dado reticulado completo X, entao o conjunto X é uma topologia, chamada
topologia discreta.

Exemplo 2. Dado reticulado completo X, entdo o conjunto {0,1} é uma topologia, cha-
mada topologia trivial (ou cadtica).

2.1.2 Interiores abstratos

Para conjunto preordenado X e para F C X e para x € X, temporariamente definiremos
E,={ecE:e<uz}.

Definicao 21. Se X é espaco topologico, para x € X definimos o interior de x como
x° = |Ty.

Proposicao 10. Para espaco topolégico X e para x € X, entdao x° € T.

Demonstragao. Para x € X, entdo T, CT,ai 2° = | |1, € T. O

15



CAPITULO 2. ESPACOS TOPOLOGICOS 2.1. TOPOLOGIAS ABSTRATAS

Proposicao 11. Seja X um espaco topoldgico, entdo temos as seguintes propriedades:
o

e Se x <y entao z° < y°.

o %< 1.

Além disso, x € T se e 86 se x < z°.
Demonstracao. Temos o seguinte:
e Sex <y, entdo parat €T tal que t < x temos t < y; ai x° < y°.
e Parate T tal quet < x temos t < x; ai 2° < x.
e Temos 2° € T e 2° < 22, al z° < x%°.
e Temos 1 €T el<1,ail<1°.

Além disso, se x € T, como = < z, entdo = < z°. Por outro lado, se x < z°, como z° < x,
entdo r =z°, masz° € T, alxz € T. O

Proposicao 12. Seja X um espaco topoldgico infinitamente distributivo por cima. Entao
temos o seguinte:

o My’ < (xMy)°.

Demonstragiao. Paraa € T, ebe Ty temosa € Tea<zebeTeb<y,aiallbeT e
alb<xMy,al aMb< (zMy)° assim temos:

x° My°
(LlaeTz a) A (UbeTy b)

= Ler, UbeTy (ar1b)
< (xzNy)°

O]

Proposicao 13. Seja X um reticulado completo e seja f : X — X satisfazendo as seguintes
propriedades:

o Sex <yentao f(x) < f(y).
o flz) <.
o flz) < f(f(z)).

16



CAPITULO 2. ESPACOS TOPOLOGICOS 2.1. TOPOLOGIAS ABSTRATAS

o 1< f(1).

o f@)Nfy) < fl@ny).
Entao existe uma tnica topologia T" tal que para x € X entdo z° = f(x).
Demonstragio. Seja T = {x € X : = < f(x)}. Entao temos:

e Como1l< f(1),entdo 1 €T.

o Para z,y € T, entdo z < f(z) ey < f(y), al x My < f(z) N f(y) < f(zNy), ai
zMNyeT.

o Para A C T, entdo paraa € Atemosa € T ea < ||A, ai a < f(a) < f(|A); logo
A< f(LUA)ai[JAET.

Logo T é uma topologia em X. Além disso, temos o seguinte:
o Temos 2° € T e x° <z, al 2° < f(z°) e f(2°) < f(x), al 2° < f(z).
+ Temos f(z) < f(f(x)), ai f(x) € T, mas f(x) <z, af f(z) < a°.

Portanto z° = f(x). O

2.1.3 Bases abstratas

Definigao 22. Para espaco topoldgico X, uma base para a topologia T' é um subconjunto
B C T tal que para todo = € T tenhamos = < | | B,.

Proposicao 14. Se X é espaco topolégico e B é uma base para a topologia T, entao:
o | By <.
e | |B,eT.

Demonstragdo. Temos o seguinte:
o Para b e B tal que b <z, entdo b < z;ai||B; <.

o Temos B, CBCT,ai||B,eT.

Proposicao 15. Se X é espaco topolégico e B é uma base para a topologia T, entao:
e 1<||B.
o Para x,y € B, entao 2 My < | | Byny.

Além disso, x € T'se e s6 se x < | | By.

17



CAPITULO 2. ESPACOS TOPOLOGICOS 2.1. TOPOLOGIAS ABSTRATAS

Demonstragdo. Temos o seguinte:

e Temos1e€T,ail<||B;=|]B.

e Paraz,ye B,entaox € TeyecT,aizNyeT,ai Ny < || Byny.
Além disso, se x € T, entdo = < | | By. Por outro lado, se x <| | By, como | | By < z, entao
z=||Bg,mas | |By €T ,aixeT. O

Proposicao 16. Seja X um reticulado completo infinitamente distributivo por cima, e seja
B uma parte de X satisfazendo as seguintes propriedades:

e 1<||B.
o Para z,y € B, entdo 2 My < | | Byny.
Entao B é base de uma tnica topologia.
Demonstragio. Seja T ={x € X : x <||B;}. Entao:
o Temos 1 <||B=|]|B1,aileT.
e Para z,y € T, entdo ¢ < ||By ey < |UBy, al ey < (UB:) 1 (UBy) =
Uses, Uien, (s 1) < Usep, Les, U Bsnt <[ Bary, al My € T
o Para ACT, entdao | |[A < ||,callBa <UBja,al[JAET.

Logo T' é uma topologia. Além disso: (1) para b € B, como b < b, entdo b < | | By, ai b € T}
al B CT; (2) paraz € T, entdo x < | | By; logo B é base para T O

2.1.4 Topologias geradas

Proposicao 17. Para reticulado completo X e conjunto 7 de topologias, entao (|7 é uma
topologia.

Definicao 23. Para reticulado completo X, a intersecao de todas as topologias que contém
B é chamada topologia gerada por B.

Proposicao 18. Para reticulado completo infinitamente distributivo X e para B C X, o
conjunto C' dos elementos [ | E em que E é um subconjunto finito de B é base da topologia
gerada por B.

Demonstracao. Temos o seguinte:
 Eis que ) é subconjunto finito de B e 1 =[]0, de modo que 1 € C.
o Para z,y € C existem subconjuntos finitos F e F de B taisque z =[|F ey =[]F,
al EUF é subconjunto finitode BexzMy=[|(EUF),ai My e C.

Logo C é base de uma topologia T'. Para toda topologia U que contém B, entdo para todo
z € C existe um subconjunto finito £ de B tal que z = [|E, ail E C U, ai [ |F € U, ai
x € U;logo C CU, aipara xz € T entdao C,, CC CU,ai z =||C, € U; logo T C U. Logo
T é a topologia gerada por B.

O
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2.1.5 Espacos topoldgicos booleanos

Definigao 24. Seja X um espaco topoldgico booleano. Para z € X, dizemos que x é
fechado se e s6 se € é aberto.

Definigao 25. Seja X um espaco topoldgico booleano e seja x € X, entdo definimos o

fecho de z como zF = xc.

Definigao 26. Seja X um espaco topoldgico booleano e seja x € X, entao dizemos que x
é denso se e 56 se zF = 1.

Definicao 27. Seja X um espaco topoldgico booleano e seja x € X, entdo definimos a

fronteira de z como xf = zF M %,

2.1.6 Compacidade abstrata

Definicao 28. Para espaco topologico X e para x € X, dizemos que x é compacto se e
s6 se para todo A C T tal que x <| | A entdo existe um F' C A finito tal que x < | | F.

Proposicao 19. Para espaco topoldgico booleano X e para x € X, entdo x é compacto se
e s6 se para conjunto A de fechados tal que [ | A < z existe F' C A finito tal que [ | F < z.

2.2 Topologias Concretas

2.2.1 Definicoes iniciais

Definicao 29. Dado um conjunto X, definimos uma topologia concreta em X como uma
topologia abstrata na algebra booleana completa P(X), ou seja, consiste de uma cole¢ao 7
de subconjuntos de X tal que:

e XerT.
e Para A, BeTentdio ANBET.
o Para a C 7 entdo Ja € 7.
Nesse caso, dizemos que (X, 7) é um espago topoldgico concreto.

A préxima proposicao é muito 1til para convertermos os conceitos outrora vistos em espacos
topolégicos abstratos em versoes equivalentes mais faceis de se trabalharem quando tratamos
de espacos topoldgicos concretos, tais como interior, fecho, base de topologia, e assim por
diante.

Proposicao 20. Para conjunto X e para &€ C P(X) e para A € P(X), lembrando-nos da
notagdo €4 = {E € £ : E C A}, entdo |JE4 é o conjunto dos pontos z € X tais que existe
E e talquex € EC A.

Corolério 2. Para espaco topoldgico concreto X e para A C X, entdo A* é o conjunto dos
pontos z € X tais que para U € 7 com z € U entao tenhamos U N A # ().
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2.2.2 Vizinhangas

Defini¢do 30. Dado espaco topolégico (X, 7) e um ponto x € X e U C X, dizemos que U
é uma vizinhancga de x se e s0 se existe um aberto V € 7 tal que x € V C U.

Proposicao 21. Seja X um espago topologico, e para z € X seja V(z) o conjunto das
vizinhancas de x. Entéao:

e V(z) é um filtro.

o SeU € V(z) entdo z € U.

e Se U € V(z) entdo existe um V € V(x) tal que para todo y € V' tenhamos U € V(y).
Além disso, para U C X, entdao U € 7 se e s6 se para todo x € U tivermos U € V(z).

Proposigao 22. Seja X um conjunto, e seja V : X — P(P(X)) uma fungio que satisfaca
as seguintes propriedades:

e V(z) é um filtro.
e SeU € V(x) entdo z € U.
e Se U € V(z) entao existe um V € V(x) tal que para todo y € V tenhamos U € V(y).

Entao existe uma tnica topologia em rela¢ao a qual para z € X entao V(x) seja o conjunto
das vizinhancas de .

Demonstragio. SejaT={U C X :VYr €U :U € V(x)}. Entao:

1) Para z € X entao X € V(x); logo X € 7.

2) Para U,V € 7, entao parax e UNV temos z € U ez € V,al U € V(z) e V € V(x), al
UnVeVx);logoUNV er.

3) Para a C 7, entdo para z € |Ja existe U € a tal que x € U, ai U € 7, ai U € V(z), mas
UCUa,al JaeV(x);ail Ja e T.
Agora seja x € X e seja U C X.

1) Se U é vizinhanca de z, entdo existe V € T talquez € V. C U, al V € V(z), ai U € V(x).
2) Se U € V(z), entdo seja V ={y € X : U € V(y)}, entdo:

2,1) Como U € V(z), entdo x € V.

22) Paray eV temos U € V(y),aly e U;al V CU.

2,3) Para y € V entdao U € V(y), al existe W € V(y) tal que Vz € W : U € V(z), ai
VeeW:zeV,al WCV,alV eV(y); logoV €.

Assim x € V CU eV € 71, ai U é vizinhanga de x. O

Definicdo 31. Para espago topoldgico X e para z € X, um conjunto de vizinhancas
B C V(x) é dito um sistema fundamental de vizinhangas se e s6 se é um sistema
fundamentel para V(z), isto é, para todo U € V(x) existe B € B tal que B C U.
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Proposicao 23. Seja X um espago topoldgico, e seja B : X — P(P(X)) uma funcao tal
que para z € X entdo B(z) seja um sistema fundamental de vizinhangas de x. Entéo:

e B(x) é um sistema fundamental de um filtro.
o Para U € B(z) entao x € U.
o Para U € B(x) existe V € B(z) tal que para y € V exista W € B(y) tal que W C U.

Além disso, para U C X, entdo U € T se e s6 se para todo x € U existir V € B(z) tal que
VCU.

Proposicao 24. Seja X um conjunto e seja B : X — P(P(X)) satisfazendo as seguintes
proprieades:

e B(z) é um sistema fundamental de um filtro.
o Para U € B(z) entao x € U.
o Para U € B(x) existe V € B(z) tal que para y € V exista W € B(y) tal que W C U.

Entao existe uma tnica topologia em relagao a qual para todo x € X entao B(x) seja um
sistema fundamental de vizinhancas.

Demonstragio. Para cada z € X seja V() ={U C X : 3B € B(z) : B C U}. Entao:
1) V(z) é um filtro.
2) Para U € V(z) existe B € B(z) talque BCU,alz € B,ai x € U.

3) Para U € V(z) existe B € B(x) tal que B C U, ai existe V € B(z) tal que tenhamos
VyeV:IW eB(y): WCB,al Ve V(x)eparay € V existe W € B(y) tal que W C B,
al W CU,aiU € V(y).

Logo existe uma tnica topologia em relacao a qual para cada x € X o conjunto das suas
vizinhangas seja V(z), ai para z € X é facil ver que B(x) é um sistema fundamental de
vizinhancas de z. O

2.2.3 Funcgoes Continuas

Definigao 32. Para espagos topoldgicos X e Y, uma fungdo f : X — Y é dita continua
em um ponto x € X se e s6 se para todo V € 7y com f(z) € V existe um U € 7x com
x € U tal que a relagao t € U implique f(t) € V.

Definicao 33. Para espagos topologicos X e Y, uma fungdo f : X — Y é dita continua
se e sO se é continua em todo ponto z € X.
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2.2.4 Redes

Definigcdo 34. Uma rede é uma funcdo nao vazia munida de uma preordem dirigida por
cima em seu dominio.

Definicao 35. Para espaco topoldgico X e ponto p € X e rede x : N — X, dizemos que
x converge a p se e s0 se para U € 7 com p € U existe ng € N tal que para todo n > ng
tenhamos z,, € U.

Proposicao 25. Para espaco topolégico X e A C X ez € X, entdo z € A* se e s6 se
existe uma rede de elementos de A convergindo a .

Demonstragdo. Se existe uma rede a de elementos de A convergindo a x, entdo para U € T
com x € U existe n € N tal que Vm >n:a,, € U, al ap, € A € a, € U; logo z € AF.

Se € AF, entdo para todo U € 7 tal que z € U existe a € A tal que a € U; logo, sendo
N ={U € 7 : x € U} munido da relagao D, entao N é nao vazio e dirigido por cima, e
existe uma funcao x : N — A tal que VU € N : ay € U, ai para U € 7 tal que x € U temos
UeNeparaV eN,se V CU entao ay € V C U; logo a converge a . O

Proposicao 26. Sejam X e Y espacos topologicos e seja p € X e seja f : X — Y uma
funcdo. Entao f é continua em p se e s6 se para toda rede x de elementos de X que converge
a p, entao f ox converge a f(p).

Demonstragdo. Se f é continua em p, entdo para toda rede z convergindo a p, entdo para
V e 7 tal que f(p) € V, existe U € T tal que p € U e Vax € U : f(z) € V, ai existe um
no € N tal que Yn > ng :z, € U, ai Vn > ng : f(x,) € V; logo f ox converge a f(p).

Se f nao é continua em p, entao existe um V' € 7 tal que f(p) € V tal que para U € 7 tal que
p € U exista x € U tal que f(z) ¢ V. Seja N o conjunto dos U € T tais que p € U, munido
da relacdo 2, entdo N é ndo vazio e dirigido por cima, ai existe uma rede x : N — X tal
que para U € N tenhamos zy € U e f(xy) ¢ V. ParaU € 7 tal que p € U, entdo U € N e
para n € N tal que n C U entdo z, € n, al x, € U; logo = converge a p. Além disso V € 7
e f(p) e Veparan € N entdon Cn e f(x,) ¢ V; logo f ox nio converge a f(p). O

Definicao 36. Se z é uma rede com dominio M e y é uma rede com dominio N, dizemos
que z é uma subrede de y se e 86 se existe uma funcéo k: M — N tal que:

e z=yok.
e k é crescente.
e Para n € N existe m € M tal que k,, > n.

Proposicao 27. Um espaco topoldgico X é compacto se e s6 se toda rede de elementos X
tem uma subrede convergente.
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Demonstragdo. Se X é compacto, entdo para rede x : N — X, entdo existe um o € N, ai
para n € N seja E, = {x} : k > n} e seja F, = E*, entdo para M C N finito existe k € M
tal que Ym € M :m < k,ailVm € M : x}, € Epp, al Vm € M : xy, € Fip, al 2 € (,e00 Fns
al Npen Fm # 0; logo temos a propriedade da intersecao finita, assim (),cy Fn # 0, af
existe um p € (),cy Fn. Consideremos o conjunto M dos pares (U,n) tais que U € 7 e
p € T ex, € U, munido da relagio < dada por (Up,ng) < (Ui,n1) se e sé se Uy 2 U
e nyg < ni. Entao (X,0) € M e para (Um) € M e (V,n) € M temos U e TepeUe
znm€UeVerTepeVex,eV,aiUNV eTepelUNV eexiste um k € N tal
quem<ken<k, alp € Fp, al existe um [ € N tal que k <l e x; € UNYV, assim
UNV,l)e Me(Um)<UNV,1)e(V,n) <(UNV,I). Logo (M, <) é ndo vazio e dirigido
por cima. Consideremos a rede y : M — X dada por yy,, = x,. Definamos f : M — N por
f(U,n) =n. Entdoy = zo f e f é crescente, e paran € N entdo (X,n) € M e f(X,n) =n.
Logo y é subrede de x. Além disso, para U € 7 tal que p € U, como p € F,, entdo existe
um ng € N tal que ng > o e xp, € U, ai para (V,n) € M, se (V,n) > (U,ng) entdo VC U e
zn, € V,al x, € U, al yy,, € U; logo y converge a p. Portanto toda rede tem uma subrede
convergente.

Por outro lado, se X nao é compacto, entao existe um conjunto F de subconjuntos fechados
satisfazendo a propriedade de intersecdo finita, ou seja, tal que para todo A C F finito
tenhamos ().A # 0, mas tal que (| F = 0. Consideremos o conjunto N dos subconjuntos
finitos A de F, munido da inclusdo. Entao (NN, C) é ndo vazio e dirigido por cima. Além
disso, pela propriedade da intersecao finita, existe uma rede z : N — X tal que Vn € N :
Zp € (n. Para subrede y : M — X de z, entdo existe uma funcao f : M — N tal que
y=uxo f e f seja crescente e para todo n € N exista m € M tal que k,, > n, e para todo
p € X temos p ¢ (| F, al existe um F € F tal que p ¢ F, ai sendo U = F¢, entdo U € T
ep € U, e para todo ng € N, sendo n = ng U{F}, entdlon € N en > ng e z, € [|n, ai
xn € F,ai x, ¢ U; logo y ndo converge a p. Portanto x é uma rede que ndo possui subredes
convergentes. O

2.2.5 Propriedades de separacgao

Definicao 37. Um espaco topoldgico é dito Hausdorff se e sé se para =,y € X tais que
T # vy, entdao existem U,V € T comx € U ey € V taisque UNV = ().

Proposicao 28. Um espago topologico X é Hausdorff se e s6 se toda rede de elementos X
converge a no maximo um elemento de X.

Demonstragdo. Se existe uma rede z convergindo a dois elementos distintos x,y € X, entao
para U,V € 7,se x € U e y € V, entdo existem mg,ng € N tais que Ym > mg : 2z, € U e
Vn>ng:zp, € V,alexiste ke Ntalquem <ken<k,alzz€Uez, € V,alz, €eUNV,
ail UNV # (); logo X nao é Hausdorff

Se X nao é de Hausdorff, entdo existem x,y € X tais que x # y e para U,V € 7 tais que
x €U ey e U tenhamos UNV # (), ai seja N o conjunto dos pares (U, V) tais que U € T e
VerexeUeye V,munido da relacdo < dada por (Uy, Vo) < (Uy, Vi) se e s6 se Uy 2 U
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e Vo D Vi, entdo (X, X) € N e para (Uy, Vo) € N e (U1, Vi) € N entao (UyNUy, VoNVi) € N
e (U, Vo) < (UgnU, VonVy) e (U, V1) < (UgNUy, VoNVy); logo N é nao vazio e dirigido
por cima. Assim existe uma rede z : N — X tal que Y(U,V) € N : zyy € UNV. Para
U € 7 tal que x € U entdao (U, X) € N e para (V,W) € N tal que (V,W) > (U, X), entao
VCUealzyw e VAW CV CU, af zyw € U; logo z converge a x. Analogamente z
converge a y. Portanto temos uma rede que converge a dois elementos distintos de X. [

2.2.6 Topologias fracas

Um tipo de topologia bastante utilizada em anéalise funcional é a topologia fraca. Alias,
como veremos nos exemplos, algumas construcées comuns sobre espagos topologicos sao
casos particulares.

Definicdo 38. Seja X um conjunto, (Y;,7;);er uma familia de espagos topoldgicos, e para
cada i € I, seja f; uma funcdo de X em Y;. Entdo a topologia gerada pelo conjuntos f{l[U]
em que i € I e U € 1; é chamada de topologia fraca.

Proposigao 29. Seja X um conjunto, (Y;, 7;)icr uma familia de espagos topoldgicos, e para
cada ¢ € I, seja f; uma funcao de X em Y;. Consideremos a topologia fraca. Seja g uma
fungao de um espago topolégico (Z,0) em X e seja z € Z. Se cada uma das fungdes f; o g
é continua em z, entdo g é continua em z.

Demonstragao. Para toda vizinhanca V' de g(z), entdo existe um natural n e sequéncias
(ik)k<n © (Ug)k<n tais que Vk < n : (iy € I e Uy € 13,) € g(2) € () fizl[Uk} CV,al z €
k<n

g’l[kﬂ £ MU € g7 V], mas g’l[kﬂ Fi U] = kﬂ g ', U] = kﬂ (fi, 09) ' [Uk] €
<n <n <n <n
o; logo g é continua em z. O

Exemplo 3. Topologia induzida num subconjunto
Para espaco topoldgico X e subconjunto Y, a topologia induzida em Y pela de X ¢é a
topologia fraca em Y em relacdo a inclusdo canonica ¢ : Y — X.

Exemplo 4. Topologia produto
Para familia (X;);c; de espagos topoldgicos, a topologia produto é a toplogia fraca sobre
o produto X = [] X; em relagdo as projegoes m; : X — X;.

icl
2.3 Espacos Uniformes

2.3.1 Conceitos iniciais e exemplos

Defini¢ao 39. Um espago uniforme é um par (X, ®), em que X é um conjunto e @ é
um conjunto de partes de X x X satisfazendo:

e & é um filtro.
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e ParaU € ®, entdo U™ ! € .

e Para U € &, entao A C U.

o Para U € @, existe um V € ® tal que VoV C U (“desigualdade triangular”).
Os elementos de ® sdo chamados entornos.

Definicao 40. Num espaco uniforme X, dizemos que um entorno U € ® é simétrico se e
sése U CUL

Definicao 41. Dado espago uniforme (X, ®), um conjunto de entornos Z C ® é dito um
sistema fundamental de entornos se e s6 se é um sistema fundamental para ®, isto é,
para todo U € @ existe B € # tal que B C U.

Proposicao 30. Dado espago uniforme X, entdo o conjunto ¥ dos entornos simétricos é
um sistema fundamental de entornos.

Demonstragdo. Por definicdo temos ¥ C &. Além disso, para todo entorno U € & entao
U led aiUNU! € ® é um entorno simétrico contido em U. O]

Proposicao 31. Seja X um conjunto e B um conjunto de partes de X x X satisfazendo as
seguintes propriedades:

e B é um sistema fundamental de um filtro.
e Para U € Bexiste V€ Btal que V C UL
e Para U € B entdo A CU.
e ParaU € Bexiste VeBtalque VoV CU.
Entao B é um sistema fundamental de entornos de uma tnica uniformidade.

Definicdo 42. Um espago pseudométrico ¢ um par (X,d), onde X é um conjunto e
d: X x X — R satisfazendo:

o d(z,z)=0;
o d(z,y) = d(y,z);
o d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).
Um espaco pseudométrico é dito métrico se e s6 se satisfaz a propriedade adicional:
e Sed(x,y) =0, entdo x = y.
Proposicao 32. Para espago pseudométrico X, para z,y € X temos d(z,y) > 0.

Demonstragio. Para x,y € X, pela desigualdade triangular temos d(z, ) < d(z,y)+d(y, x),
mas d(z,z) =0 e d(z,y) = d(y,x), al 2d(z,y) > 0, ai d(x,y) > 0. O
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Proposicao 33. Dado espaco pseudométrico X, se para € > 0 definirmos U, o conjunto
dos (x,y) tais que d(z,y) < ¢, entdao B = {U. : ¢ > 0} é um sistema fundamental de
entornos de uma unica uniformidade, que chamaremos de uniformidade induzida pela
pseudométrica.

Demonstragdo. Temos o seguinte:

1) Temos 1 > 0, ai B # (.

2) Para gg,e1 > 0 temos Uz, NUzy = Upin(eg e )-

3) Para ¢ entdo U- ! = U..

4) Para € > 0 entao para x € X temos d(z,z) =0 < ¢, al (z,z) € U..

5) Para e > 0 temos § >0 e Us o Uz C Ue.. O

2.3.2 Topologia induzida por uniformidade

Definicao 43. Seja (X, ®) um espaco uniforme. Entdo a bola de centro z € X e raio
U € ® é o conjunto

B(z,U)={ze€ X : (z,t) € U}

Proposicao 34. Seja X um espago uniforme. Entéo existe uma tinica topologia em relagao
a qual para cada x € X o conjunto {B(z,U) : U € ®} seja um sistema fundamental de
vizinhancas. Chamamo-la de topologia induzida pela uniformidade.

Demonstragdo. Temos as seguintes propriedades:

1) Temos X x X € ® e X = B(z, X x X).

2) Para U,V € &, entaio UNV € ® e B(z,U)N B(z,V) = B(z,UNYV).

3) Para U € @, entdo (z,z) € U, ai x € B(x,U).

4) Para U € ®, entao existe V € ® tal que VoV C U, ai paray € B(z, V) entdo (z,y) € V,
al para t € B(y,V) temos (y,t) € V, ai (z,t) e U, ait € B(z,U); ai B(y,V) C B(z,U).

Logo existe uma tnica topologia em relacao a qual para € X o conjunto {B(z,U) : U € ®}
seja um sistema fundamental de vizinhancas. O

Proposicao 35. Para espago uniforme X e para z € X, entdo o conjunto das vizinhangas
de X ¢é exatamente {B(z,U) : U € ®}.

Demonstragiao. Para U € ® e W C X, se B(x,U) C W, seja V o conjunto dos pares
(s,t) € X x X tais que a relacdo s = z implique t € W, entdo U C V, ai V € ¢ e
W = B(z,V). 0
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2.3.3 Funcgoes uniformemente continuas

Definigao 44. Para espacgos uniformes X e Y, uma funcio f : X — Y é dita uniforme-
mente continua se e s6 se para todo entorno V € ®y existe um entorno U € ®x tal que
a relacao (z,y) € U implique (f(z), f(y)) € V.

Proposicao 36. Dados espacos uniformes X e Y, considerando suas topologias induzidas,
entdo toda funcao uniformemente continua f : X — Y é continua.

Demonstragao. Para x € X, entdo para V € @y existe U € Ox tal que a relagao (s,t) € U
implique (f(s), f(t)) € V, ai para t € B(z,U) temos (x,t) € U, ai (f(x), f(t)) € V, ai
f(t) € B(f(z),V); logo f é continua. O

2.3.4 Espacos uniformes completos

Definicao 45. Num espaco uniforme X, uma rede de Cauchy é uma rede x : N — X
tal que para todo entorno U € ® existe p € N tal que para quaisquer m,n > p tenhamos
(T, xn) € U.

Proposicao 37. Num espaco uniforme X, toda rede convergente é de Cauchy

Demonstragdo. Seja W o conjunto dos entornos simétricos. Se x : N — X é uma rede
convergente, digamos a algum [ € X, entao para U € W existe V € U tal que VoV C U,
al existe p € N tal que para m > p tenhamos (I,z,,) € V, assim para m,n > p temos
(l,zm) € Ve (l,zy) €V, al (X, zy,) € U; logo = é rede de Cauchy. O

Definigdo 46. Um espaco uniforme é dito completo se e s6 se toda rede de Cauchy é
convergente.

2.3.5 Espacos de funcgoes
Definigdo 47. Denotaremos o conjunto das fungoes de X a Y por F(X,Y).

Proposicao 38. Seja X um conjunto e seja Y um espaco uniforme. Para U € & seja
Ty o conjunto de pares de fungoes (f,g) tais que Vo € X : (f(z),g(x)) € U. Entdo o
conjunto {Tyy : U € ®} é um sistema fundamental de entornos de uma unica uniformidade.
Chamaremos essa uniformidade de estrutura da convergéncia uniforme, e chamamos
sua topologia induzida de topologia da convergéncia uniforme.

Demonstragdo. Temos o seguinte:

1) Temos Y xY € e F(X,Y) x F(X,Y) = Tyxy.

2) Para U,V € ® temos UNV € ® e Ty N Ty = Ty

3)ParaU € ®entio UL € ® e Tj;' = Ty

4) Para U € ® entao para f € F(X,Y) temos Vz € X : (f(x), f(x)) € U, ai (f, f) € Ty.
)

5) Para U € ® existe V € ® tal que VoV C U, ai se (f,g) € Ty e (g,h) € Ty, entdo para
z € X temos (f(z),9(x)) € Ve (g(z),h(x)) € V, al (f(x), (:U))GU,al(f, h) e Ty. O
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Proposicao 39. Seja X um conjunto e seja Y um espago uniforme. Seja f : N — F(X,Y)
uma rede de Cauchy e seja g € F(X,Y) tais que para todo z € X a rede (fn(x))nen
convirja para g(x). Entdo f converge a g.

Demonstragdo. Para U € & existe V € ® tal que VoV C U, ai existe p € N tal que
Vm,n > p : (fm,fn) € Ty, al para n > p entdo para x € X existe p’ € N tal que
Vm > p' 1 (g(x), fm(x)) € V, al existe p” € N tal que p” > p,p/, ai (g(z), fr(z)) € V
e (fpr, fn) € Ty, al (fpr(2), fu(x)) € V, ai (9(x), fu(z)) € U; logo (g, fn) € Tu; logo f
converge a ¢. 0

Proposicao 40. Seja X um conjunto e seja Y um espaco uniforme completo. Entao o
conjunto F(X,Y), munido da estrutura da convergéncia uniforme, é um espago uniforme
completo.

Demonstragao. Seja f: N — F(X,Y) uma rede de Cauchy. Para x € X entao para U € ®
existe p € N tal que Vm,n > p : (fm, fn) € Ty, ai para m,n > p temos (fm, fn) € Ty, ai
(fm (), fn(z)) € U; logo (fn(z))nen é uma rede de Cauchy, ai converge. Portanto existe
uma funcdo g € F(X,Y) tal que para todo z € X a rede (f,(x))nen convirja a g(z). Pela
proposicao anterior, f converge a g. 0

Definigao 48. Para conjunto X e espaco uniforme Y e para conjunto © C & de entornos,
entdo denotaremos por Bg(X,Y') o conjunto das fungoes f € F(X,Y) tais que exista U € ©
tal que Vz,y € X : (f(x), f(y)) € U. Chamé-las-emos de fungées limitadas por O.

Proposicao 41. Seja X um conjunto e seja Y um espaco uniforme. Seja © C & satisfazendo
as seguintes propriedades:

o« O#0.

e Para U € O entdo existe V € © tal que u-ltcv.

e Para U,V € O entdo existe W € © tal que Uo V C W.
Entao Be(X,Y) é um subconjunto fechado de F(X,Y).

Demonstragio. Seja f € (Be(X,Y))*. Existe um U € O, af existe g € Bo(X,Y) tal que
(f,g9) € Ty, ai existe V € © tal que Vz,y € X : (g(x),9(y)) € V, ai existe W € ©
tal que UL oV olU C W, ai para 2,y € X temos (g(z),g(y)) € V, mas (f(x),g(z)) €

Ue(g(y),fly) € UL, al (f(x), fly) € Ut oVoU, ai (f(z),f(y) € W; logo [ €
Bo(X,Y). ]

Definigao 49. Para espago topoldgico X e espago uniforme Y, denotaremos o conjunto
das fungdes continuas de X a Y por C(X,Y).

Proposigao 42. Seja X um espago topolégico e seja Y um espago uniforme. Entdo C(X, E)
¢ um subconjunto fechado de F(X,Y).

28



CAPITULO 2. ESPACOS TOPOLOGICOS 2.3. ESPACOS UNIFORMES

Demonstragio. Seja ¥ o conjunto dos entornos simétricos de ®. Seja f € (C(X, E))*. Entao
para x € X, para U € ¥ existe V € ¥ tal que VoV oV C U, ai existe g € C(X,Y) tal
que (f,g) € Ty, ai existe W € 7 com x € W tal que Vt € W : g(t) € B(g(z),V), ai para

te W entdo (g(x),g(t)) € V, mas (f(x),g(x) € V e (g(t), f(1)) € V, af (f(x), f(£)) &
logo f € C(X,Y). D

Definigao 50. Para espacos uniformes X e Y, denotaremos o conjunto das fungées unifor-
memente continuas por U(X,Y).

Proposigao 43. Sejam X e Y um espagos uniformes. Entdo U(X,Y) é um subconjunto
fechado de F(X,Y).

Demonstracdo. Seja Wy o conjunto dos entornos simétricos de ®y. Seja f € (U(X,Y)).
Entao para U € Uy existe V € Uy tal que VoV oV C U, ai existe g € U(X,Y) tal que
9

t
(f,g9) € Ty, al existe W € ®x tal que a relagdo (x,y) € W implique (g(x),g9(y)) € V,
al para (z,y) € W entao (g9(x),g(y)) € V, mas (f(z),9(x)) € V e (9(y),f(y)) € V, a
(f(x), f(y)) € U; logo f € U(X,Y). O

2.3.6 Completamento de Hausdorff

Teorema 1. Seja X um espaco uniforme. Entdo existem um espag¢o uniforme completo
Hausdorff X e uma funcio uniformemente continua i : X — X tal que, para toda funcao
uniformemente continua f de X num espago uniforme completo Hausdorff Y, exista uma
Unica funcdo uniformemente continua f X - Y tal que f = f o 1.

Demonstragdo. A demonstracdo é um tanto longa. Mas eia avante!
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Capitulo 3

Espacos Métricos

Definicao 51. Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjuntoe d: M xM — R
satisfazendo:

o d(z,y) >0, ed(z,y) =0 se e somente se z = y;

° d(xv y) = d(yvx)§

o d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).
Exemplo 5. (R,d), onde d é a distancia euclidiana usual;

Exemplo 6. (R",d), onde d é a distancia euclidiana usual:

d(x7y) =

onde © = (21,%2,...%4) € Yy = (Y1,Y2, - - - Yn)-

Exemplo 7. (R,dys), onde dy; é a chamada métrica de Manhattan, sendo definida por:
du(z,y) = |21 — y1] + |22 — y2

onde = = (z1,22) e y = (y1,y2). Em geral, pode-se definir esta métrica em R :
n
du(z,y) = Z |zi — vil
=1

onde z = (z1,22,...%n) € Y = (Y1,Y2, .- - Yn)-

Exemplo 8. Seja X o espaco de todas as sequéncias limitadas de nimeros reais. Entao,
(X, dgup) € um espago métrico, para

dsup(2,y) = sup{la; — bj|: j € N}

Este espacgo é o famoso /.
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Exemplo 9. Vamos generalizar o exemplo anterior. Considere todas as sequéncias de
nimeros reais (a;);en tais que

P

[es)
l@i)lle, = [ D ah | <oo
n=1

O conjunto de todas as sequéncias que satisfazem essa condicao sdo chamados espagos £p.

Exemplo 10. Seja C([a,b]) = {f: [a,b] — R : f é continua.}. (C([a,b]),d) é um espago
métrico para

d(f;g9) = max{|f(t) — g(t)| : € [a, 0]}

Exemplo 11. Seja B([a,b]) = {f: [a,b] — R : f é limitada.}. Entao (B([a,b]),d) é um
espago métrico para

d(f,g) = supf{[f(t) — g(t)] : t € [a, b]}

Exemplo 12. Antes de apresentar este exemplo, vamos definir o que é uma funcio de
variagao limitada. Para fungao f: [a,b] — R, definimos a variagdo v(f) como:

sup Z |f(zi) — f(zic)] 1 {a =20 <21 <22 < ... <z = b} é uma particao de [a, b].
i=1

Dizemos que f tem variacao limitada se e s6 se v(f) < co. Nem toda fungéo continua possui
variacdo limitada, como por exemplo f: [0,1] — R, dada por

f@) = { veos(a), =20

Seja BV([a,b]) = {f: [a,b] — R : f tem variagdo limitada.}. Entao (BV([a,b]),d) é um
espaco métrico para

d(f,9) =v(f —g) +|f(a) — g(a)]
Exemplo 13. Seja X = {(a1,a2,...),a; € C,i € N}. Entao,

=1 aj — b,
d(z,y) =) o
;211—1-\@]-—@\

é uma métrica.
Definigcao 52. Se A, B C M, entao a distancia entre A e B é dada por
d(A, B) = inf{d(a,b) :a € A,b € B}

Definigéo 53. Dado um espago métrico (M, d), entao é possivel obter um espago métrico
(S,d),onde SC M,ed=4d|gs .
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Definicdo 54. Seja (M, d) um espago métrico. Entdo uma bola aberta de centro a e raio
€ > 0 é o conjunto
B(a,e) ={zx € M :d(a,z) < e}

Definigdao 55. Um subconjunto A de M num espago métrico (M, d) é chamado aberto em
M seVa e A:3e>0: B(a,e) C A
Um subconjunto F' de M é dito fechado se FC ¢ aberto.

Exemplo 14.

Teorema 2 (Teorema de Baire). Seja (M, d) um espago métrico completo e (F,,)5°; uma
o
sequéncia de subconjuntos fechados de M tais que M = |J F),, entdo existe ng € N tal que

n=1
F,, tem interior nao vazio.
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Capitulo 4

Espacos normados

Definigao 56. Seja X um espaco vetorial sobre K. i Uma norma em X é uma fungéo
[|.I]: X — [0, +o0] tal que, Vz,y € X,Va € K :

L. ||z|]| =0<=2z=0

2. Jal|z]] = flazl]

3. |z +yll < [l + Iyl
(X, ||.|]) é chamado espago normado.
Definicdo 57. A métrica induzida pela norma ||.|| é dada por

d(z,y) = ||z =yl
Observagao 1. Do item 3, pode-se também deduzir a seguinte identidade Vz,y € X :
[l = Tyl < [l =yl

Observacao 2. Num espago vetorial real X |, uma métrica d é proveniente de uma norma
se e somente se para x,a € X, e A\ € R arbitrérios, se verifica d(z + a,y + a) = d(z,y)
(invaridncia por translagoes) e d(A\x, Ay) = |A|d(z,y).

Exemplo 15. Seja K" = {(z1,...,2,) : ; € K}. Entao, (K", ||.||2) é um espago normado
com a norma dada por

2

n
lallz=| D lail® | = Vieal? + o2l + . 4 o ?
=1

!Usualmente vamos considerar K = R ou C.
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Outras normas para K™ sao
n
lelh = |zl e [J@]loo = max{|z;|,1 < i <n}
i=1

Em geral,

1
P

llellp = | D_ lail”
i=1
¢ uma norma em K".
Exemplo 16. Seja C([0,1],R) ={f:[0,1] = R : f é continua.}. Entéo,
[ flloo = max{[f(¢)| : ¢ € [0, 1]}
torna (C([0,1],R),|].||sc) um espago normado.

Exemplo 17. Considere ¢, = {x = (1, x9,...) : &; € K Asup{|z;|,i € N} < 0o}, o espago
das sequéncias limitadas em K. Entéo,

||z|| = sup{|z;|,i € N}
é uma norma.

Proposicao 44. Seja X um espago vetorial sobre K, e seja [|-]|: X — R uma fungao
satisfazendo as seguintes propriedades:

L laz + byl < lal[z]| + [b[[ly]-
2. Se ||z|]| = 0 entdao = = 0.
Entao [|-|| ¢ uma norma.

Demonstragdo. Vamos dividir em etapas:

1. Mostraremos que [l +y[| < [[z]| +[ly[|. De fato temos |1z + 1y|| < [1[[Jz[| + 1|y, af
[z +yll < flzll + llyll-

2. Mostraremos que ||0|| = 0. Temos ||[0-04 0- 0] < |0]|[0] + [0]||0], ai ||0]] < 0, além
disso, por (1) temos ||0 + 0| < ||0]| + ||0]|, ai [|0]| < 2/|0||, ai 0 < ||0]|, assim ||0]| = 0.

3. Mostraremos que ||z > 0. Por (1) temos [[1z + (=1)z|| < [1llz]| + [-1[||=], ai
10| < 2||z]|, ai por (2) temos 2||z| > 0, ai ||z| > 0.

4. Mostraremos que se k # 0 entdo ||kx| = |k|||z|. Para k e = entdo |[kx +0-0| <
[klllz|+1010], i | kz] < [kllla]l. Logo, para k ez, se k # 0 entdio ||} - ka| < |}|Ikal
ai [|z]| < gyllkz[l, af [kll|z]| < [[kz], mas também [[kz| < [k||], af [|kz|| = [k[||].

O
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4.1 Topologia da norma

Definicao 58. Seja (X, ||.||) um espago normado. Dado a € X e r > 0, dizemos que
Bla;r) ={z e X |z —al| <r}

¢ a bola aberta de centro a e raio r > 0.

Defini¢ao 59. Seja (X, ||.||) um espago normado. Um subconjunto U C X é chamado
aberto se:

Va € UJe >0: B(a;e) CU
Um subconjunto V' C X é chamado fechado se Ve ¢ aberto.

Definigao 60. Seja ||.|| uma norma num espaco vetorial X. Entéao, a topologia gerada por
||l-||, é a topologia que possui como base de abertos as bolas abertas da forma

Blase)={z e X : ||z —a|| <&}
Va,e € X.

Definicao 61. Dizemos que uma sequéncia (z,)n>0 em um espago normado (X, ||.||) con-
verge para x € X se

lim ||z, —z|| = 0.
n—oo
Definicao 62. Seja M um espago métrico. f: X — M é continua em xg € X se
Ve > 038 > 0: f(B(z0;6)) € Ba(f(zo);¢)

Usando a definicao @, podemos mostrar que a norma é uma funcdo continua, como
visto em

Proposigao 45. Seja (X, ||.+||) um espago normado. Entéo, as fungoes

s X — [0, 400]

1.

9 S @ XxX — X

' (,y) — x4y
3 M  KxX — X

(,z) — ax

sao continuas.
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Demonstragdo. 1. Considere a bola
B(zo;e) = {y € X : |lzo —yll <e}.
Como [[|z|[ = [[y[l| < [lz — yl|, entao
y € B(xo;e) <= llzo —yll <& = |llzoll = [lylll <llzo —wll <e
Logo, |l:||(B(zo;€)) C (|zol|—¢, ||xo||+¢). Assim, pela defini¢ao @, a funcao é continua.

2. Consideremos em X x X a topologia produto. Seja (zg,y0) € X x X, e € > 0.
Considere o aberto W = B (xo; %) x B (yo; %) . Note que (zg,yp) € W. Além disso,
S(W) C B (zo + yo; €), pois

|2 — ol < 5
%
el = { Iy~ woll < 5
Assim,
1S, 9) = (z0 +yo)|| = ||z + ) = (@0 + o) || = [|(& = z0) + | <
|z — ol + ==

Portanto, concluimos que S(W) C B(S(zo + y0),¢). Logo, S é continua.

Definicao 63. Seja A C X. O fecho de A é dado por

A={re X :I(n)n>0: (Vn:z, € AN li_}m Tn =)}

Observacgao 3. A é fechado se e somente se A = A.

Proposicao 46. Seja (X, ||.||) um espago normado, e considere W C X um subespago
vetorial. Entao W é um subespaco vetorial de X.

Demonstragdo. 1. 0 € W, pois W C W.

2. Vamos mostrar que, se z,y € W, entdo = +vy € W. De fato, se z,y € W, entdo por
definigao, existem sequéncias (2, )n>0 € (Yn)n>o0 tais que lim z, =z e lim y, =y,
- - n—oo n—o0

respectivamente. Entdo, como W é um subespagco vetorial, (xy, + yn)n>0 € W.
O

Definicao 64. Seja (X, |.||) um espago normado. Um conjunto K C X é chamado compacto
se toda sequéncia (x,)n>0 € K admite subsequéncia convergente para umm ponto de K.
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Exemplo 18. O conjunto [0, 1] é compacto em R, pois toda sequéncia nese conjunto admite
uma subsequéncia convergente. Ja o conjunto (0, 1] ndo é compacto em R, pois a sequéncia
(n)n>0 dada por z, = 2% converge para 0, que ndo estd em (0, 1]. Em geral, pelo Teorema
de Heine-Borel, um conjunto em R" é compacto se e somente se é fechado e limitado.

Exemplo 19. Considere agora o espago {o. O conjunto C' = B(0,1) é fechado e limitado.
Porém, néo é compacto. Com efeito, tome a sequéncia (e;);cr, onde (e;); = d;; (ou seja, a
entrada i da sequéncia vale 1 e as demais valem 0. por exemplo, ez = (0,1,0,0,...)). Note
que Hei - ejH = 1se i # j. Dessa forma, (e;);er ndo admite subsequéncia convergente.

Definicao 65. Seja (X, [|.||) um espaco normado. Um conjunto A C X é chamado convezo
se dados x,y € A, entéo
A+ (1—-NyeA Vielo,1].

Proposigao 47. Seja (X, ||.||) um espago normado. Entao
(i) B(x;r) é convexo para todo x € X,r > 0.
(ii) Se A C X é convexo, entdo A é convexo.
Demonstragio. (i) Sejam a,b € B(z;r). Entao,

|z —Aa+ (1 - )\)bH < HZE —da+xz—(1-— )\)bH < ||z — Aal| + H;E - (1- )\)bH <

r

Hw—aH—i—Hx—bHS%—i— r=[Xa+(1-\be B

[\]

Logo, B(z;r) é convexo.
(ii) Sejam x,y € A. Entdo, por definicdo, = e y sdo limites de sequéncias de A. Considere

entao (Tn)n>0 € (Yn)n>0 sequéncias em A tais que lim z, =z e lim y, = y. Como
- - n—oo n—oo

A é convexo, sabemos que
Ap + (1= Ny, € A, YA€ [0,1].
Como A C A, segue que VA € [0,1] :

Ay + (1= Ny, € A= lim (Azy, + (1-Ny,) € A=

Alim z, + (1= N) le mEA=>Xr+(1-ANyeA

n—oo

Portanto, A é convexo.
Ol

Definigao 66. Seja X um espaco vetorial. Duas normas ||.[|; e |||, sdo ditas equivalentes
se da, 8 > 0 tais que
allzll; < flzll, < Bllzly, VzeX

Como notagao, adotamos ||z||; ~ ||z||5-
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Proposicao 48. Duas normas |[.||; e |||, sdo equivalentes se e somente se as topologias
I, € T|l.|, respectivamente geradas pelas normas ||.||; e |||, (como definido em pQ s@o a

mesima.

Demonstragao. Para mostrar que duas topologias sdo a mesma (ou seja, possuem os mesmo
conjuntos abertos), precisamos verificar que cada elemento da base de uma topologia esta
contido em um elemento da base da outra.

(=) Como ||z||; ~ ||z|,, entdo existem a, S > 0 tais que «afzl|; < |zl < Bllz|;.

Seja U € 7,,- Dado zg € U, existe um r > 0 tal que Bjcenterdot||, (Zo;7) € U. Como
allz)l, < llzlly, se [lz]l; < ar, entdo [lz]l, < r. Logo,

Bja|), (z0; 1) C Bja), (zo;7) €U

Portanto, U € 7),|,. Logo, todo aberto U em 7, ¢ também aberto em 7y, ,.

(<) Se I, = Tl.|l,» considere BH-H1(O; 1), que é um aberto em 7|, Entdo, Ir > 0 tal
que By, (0;7) € By, (0;1).

Seja x € B),|,(0;7). Entao, [|z|, <7 e |[z]]; <1. Dessa forma,

.
= Zlelly < 12l

[l 1

Tomando o = &, temos que af/z||; < [/z]/,. De maneira andloga, mostra-se que existe um
8> 0 tal que |jall, < lall,.
Logo, [[z[ly ~ [l

Exemplo 20. As normas |||y, ||.||{, € ||+l sdo equivalentes.
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Capitulo 5

Espacos de Banach

Defini¢ao 67. Um espago normado (X, ||.||) é chamado espago de Banach se toda sequéncia
de Cauchy converge em X com a métrica induzida.

Em suma, um espago de Banach é um espago vetorial normado e completo.
Exemplo 21. (K, |.|,) é de Banach.
Exemplo 22. Considere X # () um compacto Hausdorff. Seja
C(X,K)={f: X = K|f é continua}

e tome a norma
[flloc = max{[f(t)] : t € K}

Vamos mostrar que Y = (C(X, K), ||.||,,) é um espaco de Banach.
Da fato, seja (fy)n>0 uma sequéncia de Cauchy em Y, isto é:

Ve >0 3dng € N:Vm,n > no, || fn— full <€

Assim,

‘fn(t)_fm(t)‘ < an_fm”oo; Vte X

¢ uma sequéncia de Fixando t € X, (fy,(t))n>0 é¢ uma sequéncia de Cauchy em K, e portanto
convergente. Tome f(t) = lim f,(f). Veja que f, — f, pois fixando m = ng + 1, temos
n—o0

Jm £ (t) = fin ()] = [F(8) = fagr1 (D) <€
Portanto Hf - fn0+1Hoo <e e fp— fem [

Além disso, f € Y, pois pela convergéncia uniforme, como todas as f,, sdo continuas, f
também deve ser continua.
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Exemplo 23. ({s, ||.||,), com ||z||,, = sup{|z;| : i € N} é um espaco de Banach.

Vamos verificar que £, ¢ completo. Seja (xﬁ)nzo uma sequéncia de Cauchy em /., ou
seja, o¥ = (2§, 25,...), onde 2%, 25 ... sdo sequéncias em /s,. Sendo (z¥),>0 de Cauchy,

temos que

k

Ve >0 dng € N:Vm,n > ny, ‘l‘ —ZL‘KH <e
o

Logo, |zF—zf] < e. Assim, fixando i € N, (z¥);>0 é de Cauchy em K, e portanto convergente.
Seja x; = klim z¥. Consideremos x = (z;). Entéo:
—00

k 0

(i) = € €s, pois fixando e = 1, Ing € N tal que |zF — 2¢| < )

<e,VieN.
oo

n

Tomando k = ng, [2}° — zf| < 1 V£ > ng,¥i € N.
Logo,
Jim Ja7 — af] = a7 — 1| < 1.
Assim,
|z < |20 — @] + |20 < 14 ||2f°]| ., Vi €N

. (7)ien € limitado e pertence a £.

(ii) 2% — 2 em fo, pois Ve.0,3ng € N : V&, £ > no, |2F — 2¢| < e. Assim:

lim |2f — 2t = |2F — 2| < e = ||lx), — || ;nfty < e,Vk > ng
f—00

Logo, z*

— X.
Dessa forma, toda sequéncia de Cauchy em {., converge.

Note que nos ultimos dois exemplos, a chave para demonstrar que o espaco era completo
foi "decompor”cada termo das sequéncias em suas coordenadas e usar o fato de que elas sdo

convergentes em cada coordenada. Ou seja, tomando como exemplo a sequéncia (T, )n>1 €
{~, dada por

(1 _n_ ) 1 _ n® i
Tn = (2% ni1 TPSEN (n) )31 4(n+1)2,2nsen (2n) ’>
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ou seja:

(’“?15)”’ se k=1 (mod 3);

k41
o= — "y, sek=2 (mod 3);
((k+1)3(n+1)) 3

%”sen (1%) , se k=0 (mod 3);

Tal sequéncia exdtica converge para

=(0,1 O1 0 !
xr = y 4, T ,4,7T, 5277777"'

Note que ocorre a convergéncia em cada coordenada, ou seja:

( . 1 o — 3

nh_)n(;lo <%>n =0, se k=1 (mod 3);

kE _ m-—n3 (3 = .

= nh_)rglo <(k+1)(n+1))%ﬂ (k'H) , sek =2 (mod3);
3

ok 3r) _ — .

k nl;n;o sen (ﬁ) =, se k=0 (mod 3);

Assim, para mostrar que a sequéncia de Cauchy (x,),>0, basta verificar que as sequéncias
formadas por cada coordenada convergem.

Observacgao 4. Pode-se mostrar que /o, é isométrico a C(SN), onde SN é a compactificagao
de Stone-Cech de N. Também, (K™, ||.|| ) é isométrico a C({1,...,n}).

Existem espacos normados que nao sao de Banach, como mostrado no exemplo abaixo:

Exemplo 24. Seja (C([0,1],R),

) com a norma definida por

1
1 =/|f<m>|d:c
0

Apresentaremos a seguir uma sequéncia de Cauchy em (C([0,1],R), |l.||) que nao con-
verge.

Considere a sequéncia (zn,),>2, dada por

0, sete[O,%);
Tp=4 nt—75, sete€ %,%—F%);
1, set € %—i—%,l);

(zn,) é de Cauchy, pois dado € > 0, Ing € N tal que nio < ¢, de modo que se n > m > ng,
1 1

entdo d(m,, T,) = "5 <.
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Vamos mostrar que (z,,) ndo converge.
Para todo = € C[0, 1], temos que

2 2t 1
d(xp,x) —/|xn(t) — x(t)|dt + / |z (t) — x(t)|dt + / |z (t) — x(t)|dt =
0 3 3tm
2 2t 1
/|ac(t)\dt+ / [ (t) — 2(8)]dt + / 11— (t)|dt
0 3 3t

Cada termo é positivo, e entao se d(x,,x) — 0, cada integral deve convergir para 0.

Como x é continua, devemos ter x(t) =0 se t € [0, %) ex(t)=1sete <%, 1] , 0 que é
impossivel.

Logo, (n)nen nao converge para nenhuma func¢ao em C([0, 1], R).

Exemplo 25. Seja cog o conjunto das sequéncias de escalares nulos exceto em uma quan-
tidade finita de termos:

coo = {(zi)i>olsupp{(z;)} < oo}
Considere a norma
|z|| . = max{x; : i € N}

O espago normado (¢,

) nao é completo. De fato, tome a sequéncia (z,)n>1, dada por
x1 =(1,0,0,0,0,0,...)
1
,5,0,0,0,0,...
z3=(1,3,3%,0,0,0,...

111
T4 = 1,5,3,17070,...>

— 1 1
an—(].,i,...,ﬁ, ,0,0)

Zn)n>0 ¢ uma sequéncia de Cauchy. De fato, Ve > 0,3ng € N tal que -+ < e. Assim
( ) = q y ) ) q 0 M
VYm,n > ng, temos que

x9 = (1

S

1 1 1 1
[Zm = 2nloo < sup 1l U ml < —<e

Mas esta sequéncia de Cauchy ndo converge em cgg. Esta sequéncia converge para

1 1
=1,z - ...
€T <727 747 >7
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que possui todos seus termos nao nulos. Logo, x ¢ cgo.
Em particular, ¢gg = ¢p, onde

co = {(xi)ien] Zliglo z; =0}

O exemplo acima mostra que nem todo subespag¢o de um espago de Banach é também
de Banach, pois cyg C fso, mas cogp nao é completo.? Dado tal contexto, é interessante
investigar em qual situacao tal fato acontece. Desse estudo, decorre a

Proposicao 49. Seja (X, |[.||) um espago normado e A C X um subespaco. Entao:
(i) Se A ¢é de Banach, entdao A é fechado.
(ii) Se X ¢é de Banach, entdo A é de Banach se e somente se A é fechado.

Demonstracio. (i) Se A é de Banach, vamos mostrar que A = A, o que comprovard

que A é fechado. Tome x € A. Por definicdo, (z,)n>0 € A tal que lim x, = .
- n—oo

Como (zp)n>0 é convergente, entao também é de Cauchy, pois A é de Banach. Como
(Zn)n>0 € uma sequéncia de Cauchy em A, deve convergir para um elemento de A.
Logo, x € A, e A é fechado.

(ii) (=) Se A é de Banach, entao A é fechado pelo item 1.

(<) Vamos pegar uma sequéncia de Cauchy em A e mostrar que o fato de X ser de
Banach implica no limite dessa sequéncia também estar em A. Seja X um espaco
de Banach e A fechado. Seja (z,)n>0 uma sequéncia de Cauchy em A. Claramente,
(Zn)n>0 é de Cauchy em X também.

Como X é de Banach, dx € X tal que lim z, = x.
n—oo

Sendo A fechado, entdo x € A. Logo, toda sequéncia de Cauchy em A converge para
um elemento de A, e portanto A é de Banach.

O

5.1 Espagos /,

5.1.1 Definicoes basicas

Definicao 68. Seja p € [1,00[. O espago das sequéncias de escalares p-soméaveis é denotado
por
[e.e]
by =< (Ti)ien:zi € K e Z |z;|P < o0
i=1

INa verdade, temos que coo C Ly Cco Cles.
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Proposicao 50. (£, |.[|,) ¢ um espago normado para [.[|, dada, para todo = = (z;)ien,
por

P

o0
lzll, = | D lail”
i=1

Proposicao 51. Seja 1 < py < oo, e x € £},,. Entao, x € £, Vp > po.
Além disso,

Tim ol = [l

5.1.2 Exemplo

A figura El! ilustra um exemplo.

Figura 5.1: Exemplo de LP.

Teorema 3. A figura Ell representa um LP.

Demonstragao. Trivial. O

Para prosseguir os estudos sobre propriedades dos espacos £, precisaremos utilizar al-
gumas desigualdades famosas.

5.1.3 Desigualdades

Proposicao 52. Sejam a,b € R nado-negativos e p > 1. Entéo
(a+b)P < 2P(a? + bP)
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Demonstragdo. Se a < b, entao
(a+b)P < (2b)P = 2PbP < 2P(aP + bP)
Analogamente, prova-se o mesmo para b < a. O

Teorema 4 (Desigualdade de Young). Sejam p,q > 0 tais que 1% + % = 1. Entéo, para a,b
numeros reais nao-negativos, vale que

alP bl
ab < —+ —
b q

Demonstragdo. Se ab = 0, entdo o resultado é trivial. Podemos supor entdo que a,b > 0.
Se aP = b4, entao

ab = a(b9)/1 = qaP/? = qP/PP/9 = qPO/PHD) — gP = gP . 1 = P . <1 + 1> — il + g’
p q p q

Para o caso a? # b7, note que a fungio f(z) = exp{z} é estritamente convexa, pois f”(z) >
0 Vz € R. Entéo, para todo t € [0, 1], e todos nimeros reais z,y com = # y,,

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Tomando t = %, 1—-t= %, r=InaP e y = InbP, temos que

In a? N In bq) < exp(In aP) N exp(Ind?)  aP b7
p q p q

ab = exp(lnab) = exp( —+—
q

O

Teorema 5 (Desigualdade de Holder). Sejam p,q > 0 tais que % —1—5 = 1. Considere
sequéncias
ai,a9,...an € bia,...b, € K.

Entéo, é valido que

q

3 =

n n n
D lawbil < | D laxl” | | D Joul?
k=1 k=1 k=1

Demonstragao. Pela Desigualdade de Young @, sabemos que ab < % + %.
Considere s -
ag k
Agy=——"—75 e By=——""—"7,
o0 p o0 q
(Z \ail”> (Z !M")
i=1 i=1
temos que
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ag|P by |? ag|P b |4
AkBkS | | i p+ | | B q:>Ak:Bk< <|>o’ + (|>o‘
00 P 00 P a;|P b:|a
P <21|ai|17> q (2(,@@) p (;1! il ) q <¢Z1’ il )
1= 1=
Dai,
Sam<ii oy an iyl <1s
k=1 I k=1 k=1 [ P
> lailP
i=1
1 1
n 00 p o]
D olarbl < | Dl | (Dol
k=1 i=1 i=1
como desejado. O

Observacgao 5. Quando p = ¢ = 2, a desigualdade se reduz a Desigualdade de Cauchy-
Schwarz:

Teorema 6 (Desigualdade de Minkowski). Seja p € [1,00[,n € N. Entéo, para todos
ay,a9,...an € by, bo,...b, € K,

temos que

P

P

P

n n n
Dolar 0P| < | D lawlP |+ D bl
k=1 k=1 k=1

Demonstragdo. Sejam p,q > 1, tais que ;1) + % = 1. Isso implica que

11 p+q
=l =1=ptg=pg=(p—1g=p
P q Pq
Temos que:
n n n -
Sl +belP =3 lan + b ok 0l <3 lak + 0P ax] + Y lak + b P
pa p k=1 k=t

Pela Desigualdade de Holder a:

n

n
S ar + bl Nag 7 lag + bplPbg| <
P k=1
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¢ P

n 1 n
Z lag + 1);{|(p*l)’1 Z |a P
k=1 k=1

Z g + bk‘(p—l)q
k=1

q p

1
n n n E
Z’ak+bk|p Z|ak|p + Z’bﬂp =
k=1 k=1 k=1

S =
3=

> lag + bil?

n n
A=l <A D tanl |+ [ D 10wl =
n k=1 k=1
Z \ak + bk|p
k=1

1-1
q

Q=

n

Z ]ak + bk’p

k=1 k=1

bk [P

e
Il
—

AN
3
B
>
]
S IE
+
O~
()=
S
Y

n

Z’ak+bk|p < Z|ak|p +

k=1 k=1

[k [P

Sl
3
S =
PR
E
Il 3
—_
B =

Corolario 3. Sejam z,y € {,. Entdao x +y € £,,.

Demonstragao. Sejam x = (z)ken € Y = (Yr)ren- Entdo, pela desigualdade de Minkowski

Y

P

P

n n P n
Sl el | < Sl | + [ Sl | = e +yl, < lall, +llyl, < 0 =
k=1 k=1 k=1

|z +yll, <oo=z+ye€l

5.1.4 Propriedades

Definicdo 69. Seja p € [1, 00[. Denotamos por ¢ o espago n-dimensional K" munido da
norma dada por

1
00 P
Ipll = { DIl |
=1

com x = (1,%2,...,Ty,) € K™.
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Este espago é normado pela desigualdade de Minkowski.
Exemplo 26. Abaixo, temos uma figura que representa a bola B(0;1) em 6%, Eg e (1°.

Definicao 70. Denotamos por ¢ o espaco das sequéncias de escalares convergentes com a
norma
%] = sup{|zs| : i € N}
Denotamos por ¢y o espaco das sequéncias de escalares convergentes a 0, e por cog 0
espaco das sequéncias de escalares que possuem uma, quantidade finita de termos ndo-nulos.

Proposicao 53. Seja 1 < p < oco. Entao, £, ¢ um espago de Banach.

Demonstragdo. Vamos proceder analogamente ao feito em @ Seja (z*) k>0 uma sequéncia
de Cauchy em ¢,. Dado € > 0, existe um ng € N tal que, V&, ¢ > ng

|$f — :cf| < ka — .%‘ZH < g,
P
onde z* = (2% 2%, ...). Logo, fixado i, a sequéncia (wf)kzo é de Cauchy em K.
Seja x; = lim i* e consideremos = = (z;)ien.
k—o0

Vamos mostrar que x € £, e que zF — 2z em lp.

Note que, como toda sequéncia de Cauchy é limitada, seja ¢ > 0 tal que Vk € N

1

P

o0
Yol | =l <c
i=1

Entéo, Vn € N,

S =
|

P

n n
lim g kP | = E lz; [P | <e¢
k—o00 - :
=1 =1

o0
Assim, ) |z;|P < oo, ou seja, x € £).
i=1
Dado um € > 0, Ing € N tal que Vk, ¢ > ny,
P

n
D laf—ai | <e
i=1

A continuidade do valor absoluto nos escalares nos garante que

=

D

n P n
lim Z\xf—xf\p = Z|xf—xi]p <e= |z —zl,<e
e \ o i=1

Poranto, concluimos que dado € > 0, existe ng € N tal que para todo k > ng, ||z — x||p < €.

k

Logo, lim z% = x em £,
k—o0

O
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Proposigao 54. c e ¢y, ambos espagos normados equipados com a norma ||z|| = sup{|z;| :
i € N}, sdo espagos de Banach.

Demonstragdo. Para demonstrar esse resultado, vamos utilizar @ e provar que c e cg sao
subespacos fechados de £,. Como £, é de Banach, entdo c e ¢y também serdo. Para mostrar
que c é fechado, precisamos comprovar que ¢ = ¢, ou seja, mostrar que toda sequéncia de c
converge para um elemento de c. Seja (z¥) k>0 Uma sequéncia em c tal que kli_>m z* =z em
loo. -
Escrevendo 2% = (2%, 25, ...), seja Ly, = 2151010 ﬂsf, k € N. Vejamos que a sequéncia (Ly)x>0
é convergente. Para isto, provaremos que (L)r>0 ¢ uma sequéncia de Cauchy em K.
Como (a:k)kzo estd em ¢, e em particular em £, esta é de Cauchy em £, e assim

Ve > 0d ng € N:VEk, £ > ny,

xk—xzu <e= |z —af|<e
(o.9]
Fixando k e £, temos que

lim |zF — 2f| = |Lp — Ly < e

1—00
Assim, (Lg)k>0 é de Cauchy, e portanto convergente.

Seja L = lim Li. Como lim = z em /, onde x = (x1,x9,...), temos que
k—o00 k—o00

lim Jrf =
k—oo

Como lim z; = L, x € c.
1—00

Dado € > 0, 9dn, € N tal que ka—ajH <eel|L—L| <eVk>ny.
o0

Fixando 7 tal que |2]° — Ly, |, Vi > ig, para i > ig, temos que
lz; — L| < |2]® — 2 +x; — Ly + Ln, — L| = |2° — 23| + |2; — Lng| + |Lny — L| < €
Portanto, lim x; = L. Logo, x € c. Analogamente, mostra-se que ¢y é fechado em

1—00

loo. O

Observagao 6. Pode-se também demonstrar diretamente que é completo, sem usar os
resultados vistos anteriormente.
Proposicao 55. Sejam 1 < p < g < oo. Entéo

ly C ity Cly Ccp.

Demonstragao. Seja N > 0 tal que (z,) € ¢P possui |z,| < 1 para todo n > N.
Isso ocorre se e somente se, para 0o > ¢ > p > 1

o [e.e]

Sl < Y Jal < oo

i=N+1 i=N+1
Entao P C /9 quando g > p. O
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Proposicao 56. £, é um espaco de dimensao infinita.

Demonstragdo. Basta notar que o conjunto infinito
{e;} ={(1,0,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),(0,0,0,1,...)}

gera /, e ¢ um conjunto LI O

5.2 Espacos de Banach separaveis

Definicao 71. Seja (X, [.||) um espaco normado e A C X. Dizemos que A é denso em X
se A= X.

Observacgao 7. Todo elemento em X ¢é limite de uma sequéncia de elementos de A, ou seja

A é denso em X <= Vz € X3(z,) € A:x = lim z,

n—o0

Definicdo 72. Seja (X, |[.]|) um espago normado. Dizemos que X ¢é separdvel se ele contém
um subconjunto denso e enumeravel em X.

Exemplo 27. Para n € N, R" é separavel, pois Q" é enumeravel e denso em R™.
Exemplo 28. C" é separavel, pois Q + iQ é enumeravel e denso em C".

Exemplo 29. Pr([0,1],R), o conjunto de polinémios em [0,1] com coeficientes reais é
separavel, pois Pg([0, 1],IR), o conjunto de polinémios em [0, 1] com coeficientes racionais é
enumeravel e denso em Pg([0, 1], R).

Exemplo 30. X = C([0,1],R) é separavel, pois D = Pg([0,1],R) é um conjunto denso e
enumeravel em X. De fato, D é claramente enumeravel. Para mostrar o resultado, vamos
relembrar o Teorema de Stone-Weierstrass:

Teorema 7 (Stone-Weierstrass). Seja f: [a,b] — R uma fungao continua. Entao para todo
e > 0, existe um polinémio P(z) tal que:

|P(z) — f(x)| <&,V € [a,b].

Tome P tal que || f — P|| < 5. Seja entao

(P)
P(z) = Z arz®, ay, € R.
k=0

Sejam by, ba,...,bg, ... € Q tais que

lar — by < m
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a(p)
Defina py = bpx®. Entdo:
k=0
max{d(P),0(ps)} -
|P = psl. = sup{|P(t) = ps(t)] : t € [0,1]} = sup (ar, = bRt b < 3

Assim, ||f — PfHoo <|f =Pl + HP - pr < 5§+ 5 =¢ Logo, D é denso em X.
Proposicao 57. O espago £, com 1 < p < 00, é separdvel.

Demonstragdo. Para cada n € N, defina M,, como o conjunto de todas as sequéncias da

forma (aq,a2,...,0,,0,0...) em que «o; € Q para todo i € N. Observe que M,, é enume-
ravel. Definimos agora M = |J M, que é enumeravel pois é uma unido enumeravel de
neN

conjuntos enumeraveis. Vamos mostrar que M = ¢,,. Com efeito, considere (o) en. Dal,
dado € > 0, existe ng € N tal que

oo

A Z ’O‘J ’p < 57

j=no+1

oo
visto que > |a;|P converge.
Jj=no+1
Como Q ¢ denso em R, para cada «; existe §; € Q tal que
€

laj = Bl < ——
QTLQ)P

Dessa forma, podemos obter um y € M, com y = (b1, b2, b3,...,bp,,0,0,0,...) tal que

ng
> lay — Bj|P < 5. Segue que
j=1

o0 oo
gp
d(:&y)pzzw—ﬁﬂp: +4Z ! = + 5 = =day) <e
Jj=1 Jj=no+1
Assim, M ¢é denso em £, e portanto ¢, é separdvel. ]

Proposicao 58. /., nao é separavel.

Demonstragao. Vamos provar algo mais geral: mostraremos que, para X infinito, B(X) nao
é separavel.

Para isso, mostraremos que todo subconjunto de B(X) que é denso em B(X) é néo-
enumeravel. Tome para cada Y C X a funcao

fy X — C
1 sexeY

v fy(x):{O sex &Y
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Seja A o conjunto de todas as fungoes dessa forma. A quantidade de fungdes definidas assim
é nao-enumeravel pois estd em bijecdo com P(X) e como X ¢ infinito, segue que P(X) é
nao-enumeravel. Observe que dados Yi,Y> C X subconjuntos distintos, temos fy, # fy,, €
assim d(fy;, fy,) = 1 devido & métrica de B(X). Agora, para cada f € A, defina

P

Observe que essas bolas nao se intersectam e que existe uma quantidade nao enumeravel
delas. Dessa forma, se M C B(X) é denso em B(X), entdo hé pelo menos um ponto de M
em cada uma dessas bolas e assim M é ndo enumerdvel, como queriamos. Segue que B(X)
nao é separavel. Considerando X = N, segue que ¢, nao é separavel. O

Observagao 8. Pode-se provar que C(K) é separavel se, e somente se, K é compacto
e metrizavel. Em particular, SN, a compactificacio de Stone-Cech dos naturais, nao é
metrizavel, o que mostra que £, nao é separavel.

Proposicao 59. Um espaco de Banach X é separavel se e somente se Sx é separavel.

Demonstragdo. Se X é separavel, entdo existe um conjunto D enumeravel e denso em X.
Para cada d € D, considere
d
]
Claramente Dg, é enumerdvel. Vamos mostrar que ¢ denso em Sx.
Se Sx é separavel, entdo contém um subconjunto enumeravel e denso A C Sx,e A= S.
Defina o conjunto

Dsy = {77ld € D}

Q=|JqA
q€Q
onde gA = {ga : a € A}. Q é uma unido enumeravel de conjuntos enumerdveis. Vamos
mostrar que (Q = X. Podemos assumir z # 0, pois 0 € (). Entao
x
]

Como Q = R, existe uma sequéncia ¢, € Q, tal que g, — ||z||. Como A = S, existe uma
sequéncia a, € A tal que a, — ﬁ Assim,

Gnan € @A C UqA:Q
qeQ

Além disso,
x

nlggo Gnan = ||z - m =T

portanto z € Q, pois é o limite de uma sequéncia de elementos de (). Assim, X é separavel.
O
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5.3 Bases

5.3.1 Base de Hamel

Definicao 73. Seja X um espaco vetorial. Uma base de Hamel de X é uma familia LI
B ={x; i€ I} tal que [B] = X, ou seja, B gera X.

Em outras palavras, podemos dizer que B C X é uma base de Hamel quando B for um
conjunto linearmente independente maximal, ou seja, se u é um vetor em X tal que BU{u}
é um conjunto LI, entdo v € B, ou seja, B é uma base de Hamel quando nao for subconjunto
préprio de nenhum outro conjunto LI em X.

Teorema 8. Todo espaco vetorial possui uma base de Hamel.

Demonstragdo. Para demonstrar este resultado, precisaremos usar o Lema de Zorn E] Seja
X um espago vetorial. Se X for gerado por um tinico vetor ndo-nulo 4 € X, entdo o conjunto
# = {u} é uma base para X. Assim, podemos supor que existem ao menos dois vetores
nao-nulos u,v € X que sdo LI. Considere o conjunto U = {u,v}. Vamos provar que X
possui uma base B que contém U. Para isso, seja ¥ o conjunto de todas os subconjuntos
linearmente independentes C de X tais que U C C, ou seja:

¢ ={CcXUcCC}

Note que € é nao-vazio, pois U € €. . Vamos definir uma ordem parcial em % : Dados
C1,Cy € €, dizemos que C < Cy se tivermos C C Cy. Logo, (¢, <) é um conjunto parci-
almente ordenado. Pelo Lema de Zorn [l, ¥ possui um elemento maximal que o indicaremos
por B. Portanto, B é um conjunto linearmente independente maximal, ou seja, uma base
para X contendo U. Logo, todo espago vetorial possui uma base B. ]

Definicao 74. A dimensdo de um espacgo vetorial é a menor cardinalidade de uma base de
Hamel de X.

Teorema 9. Se X é um espaco vetorial de dimensao finita, todas as normas em X sdo
equivalentes.

Demonstragao. Sejam (X, |.|]|) um espago normado e B = {ej,es,...} uma base de Ha-
mel. Podemos supor sem perda de generalidade que ||e;|| = 1, pois caso contrario, basta
normalizar a base. Mostremos que ¢ equivalente a norma ||.||,,, onde

n n
Ha“Ha:Zp‘lL parax:z)\iei
=1 =1

Primeiramente, temos que

o € uma norma em X. De fato:

e |lz[|, =0, e ||z]|, = 0 se e somente se x = 0;
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k (; Aiez') = [l

[0}

e Vk e K, ||kx||a = (Z k‘)\161>
=1

e Para todos z,yz € X com x

n

n

Xie; ey = > vien |z +yll,
i=1 =1

n n

Zl || + Zl il = llzllo + lylls-

i= i=

-

-
Il
—

[Ai + 75 <
Vamos mostrar que existem (102 > 0, tais que
Aullz]] < =]l < Bl

n
Para todo = ) |\e;|, temos que
i=1

n n n n n
lzll =) el | <D el =Y Iilllesll =D Il =D Il = [z, =
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

]l < [l

Para mostrar a outra desigualdade, consideremos o conjunto

K = (G/Z‘)?:]_ S R™

n
> ail =1
=1

Claramente K ¢é limitado, Assim, K é compacto em (R", [.|,).
As normas ||, e |||, sdo equivalentes, pois

lzlly < el < V2|2l

Desse modo, K também é compacto em (R", |.]|;).

Considere o espaco métrico (K, d), com d(z,y) = ||z — yl|;, Vz,y € K. Tomemos a funcao
g K — R

Ny —

n
> Aiei
=1

Note que g é continua, pois é 1- lipschitziana. De fato:

l9(A) —g(0)] < Z)\iei - Z%’ez‘ Z()\i —miei|| < Z IAi =il = 1A =7l
i=1 =1 =1 =1

Além disso, g nao se anula, pois 0 ¢ K. Como ¢ é continua num compacto, esta possui
um minimo, e esse minimo é positivo. Logo, dc > 0 tal que

g(A) >c VYAEK,
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isto é,

7

n
/\iei
=1

n n
>cse Y |Ai|=1.Sejax= > \e; €S. Temos que
i=1 i=1

Isso implica

n n
Z)\iei ZCZ‘)\J" = c|z||,-
i=1 j=1
Logo, tomando 81 =1 e B2 = ¢, temos que

Aullzll < llzllo < Boll|

., 530 equivalentes. ]

e portanto as normas

e

O conceito de base que tratamos geralmente no estudo dos espagos de Banach é o de base
de Schauder, que é diferente do conceito de base de Hamel apresentado. Um dos motivos
para geralmente nao se trabalhar com bases algébricas (de Hamel) em espagos de Banach
de dimensao infinita estéd justificado no resultado a seguir:

Proposicao 60. Todo espaco de Banach de dimensao infinita possui uma base de Hamel
nao enumeravel.

Demonstragdo. Seja X um espacgo de Banach de dimenséo infinita, e suponhamos por ab-
surdo que exista uma base de Hamel enumeravel B = {b; € X|j € N} de X. Para cada

n € N, defina F,, = [b1,...,by], ou seja, o espaco vetorial gerado por by, ... b,. Assim,
o0
X=JF,
n=1

e cada Fj, é um subespago proprio de X e fechado, pois tem dimenséao finita. Logo, cada F,
tem interior vazio, mas isso contradiz o Teorema de Baire . Assim, ndo existe uma base
de Hamel enumeravel em espagos de Banach de dimenséo infinita. O

5.3.2 Base de Schauder

Séries infinitas

Definigao 75. Seja (X, ||.|]|) um espago normado, e considere (x,)neny uma sequéncia em
X. Dizemos que a sequéncia (s, )nen definida por

n
Sp = E Tk
k=1

é a sequéncia de somas parciais de (n)peN-
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Definicao 76. Seja (X, ||.||) um espago normado, e considere (x,,),en uma sequéncia em X,
com sua respectiva sequéncia de somas parciais (S, )nen. Se (Sn)nen é convergente a s € X,
[e.°] [e.°]
dizemos que a série Y xp é convergente, e s = > xj é a soma da série.
k=1 k=1

o0 (o0
X, ||]|) um espago normado, e Y xp uma série em X. Entao »_ xj é
k=1 k=1

Definigao 77. Seja (

o0
dita absolutamente convergente se Y ||x| é convergente.
k=1

Nos ntmeros reais, sabemos que toda série absolutamente convergente também é con-
vergente. Num contexto mais geral, isto pode nao ocorrer.

Exemplo 31. Considere X = cqp, assim como dada no exemplo @, com a norma ||z
Seja a sequéncia (zy)nen, dada por

11 0.0
2 5 ) ) b
1 11 0.0
4’5’ 6 T
1111
- —Y 00’ 1n 9 05 05
= (7 910" )
1 ] 1 1
Ty = , , ey ,--.0,0,...
n(n+1 n(n+1) p +1 —+1
(et g7l o7 netl) 4 g7t nletd) 4 4 1)
o0
Vamos verificar que a série ) (z,,) ndo converge em cgg. Note que, na primeira coordenada
n=1

A . N . 1 1 1
de cada sequéncia, temos a sequéncia =, = (5, I

=

o
) A série Y xj é convergente, e
k=1

© . > 27Ttanh(@>
z::l k= kz:: k(k+1 - V7 -1

A~ . N . 9
Da mesma forma, na segunda coordenada de cada sequéncia, temos a sequéncia r; =

o0
111 - 2 4
(Q. T > A série kzl xy é convergente, e

0 o 27 tanh <¢§”> 1
Z wj = Z k+1) - D)
— — 12 V15 2
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Na terceira coordenada de cada sequéncia, temos a sequéncia 0 = <%, %, Ty ) A série

oo
>~ @} é convergente, e
k=1

00 00 27Ttanh<‘/2;37r) 1
2| RGN

k+1) L3

Fazendo o mesmo para as sequéncias formadas pelas demais coordenadas, vamos notar que,
(o]

em geral, a série ) x}' converge e
k=1

oo oo 1 27 tanh ( 8”;_171—) 1
szb - Z k(k+1) - Sm — 1 - E
=1 =1 5 T m m
o0 o0
Desse modo, a série Y (z,) deveria convergir em cgg, & série (Sm)men = Y (z5,) dada por:
n=1 n=1
27 tanh <@> 27 tanh (\ﬁ“> 1 2mtanh (\ﬁ”)

—1, _Z =

15 5’ NoE 3

VT

Mas observe que todos os termos da série (S;,)men a0 ndo-nulos. Assim, (S )men € coo, €

o0
a série Y (x,) ndo converge em cop.
n=1
Vamos considerar a agora a sequéncia das normas de x,, :

21l = 5,200 -
Zilloo =sUP 4§ 5,3,0,0,...0 =5
111 1

= = 7770__. = —
ozl =sup ={ 5550} = 5

sl 1111 1
T =SUP =< =, —, — — .., = —
200 p 778797107 ) 7

1 1 1 1

|0 |0 = sup = nntl) | nledl) | g7 nlndl) 4 g7 G ) 1

Assim, (||| oo )nen = <n(n+11)+1> , € como ja visto, esta série converge, pois
eN

27 tanh s
annn Z o CF)

= —1
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oo
Logo, > ||[znl,, converge. Desse modo, a série (2, )nen ndo é convergente em cgg, mas é
n=1

absolutamente convergente. Note que (coo,

~) 1do é um espaco de Banach.

Como o exemplo acima mostrou, existem espagos nos quais nem toda sequéncia absolu-
tamente convergente é convergente. Mas é possivel verificar que isso é valido para espacos
de Banach, e fornece uma caracterizacdo para estes:

Teorema 10. Seja (X, ||.||) um espago vetorial normado. Entao, X é de Banach se, e
somente se, toda série absolutamente convergente é também convergente em X.

&S
Demonstragio. (=) Seja X um espago de Banach. Tome ) z; uma série absolutamente
k=1

o0
convergente, ou seja, a série Y |lxg|| é convergente.
k=1

Dado € > 0, existe um ng € N tal que, se n > p > ny,

n
Y laill <e

i=p+1
Analisando as somas parciais da série, temos que

n

n p n
Hsn—spH = sz—zﬂ% = Z ;|| < Z |lzi|| < e
i=1 i=1

i=p+1 i=p+1

Logo, a sequéncia (s, )nen é de Cauchy em X. Assim, como X é de Banach, toda sequéncia
oo

de Cauchy converge, e Y xj é convergente.
k=1

(<) Seja (zp)nen uma sequéncia de Cauchy em X. Logo, existe ny > 0 tal que para todo
n,m > ni, temos ||z, — zm|| < 3. Seja na > ny tal que ||z, — x| < 1, e seguindo de forma
andloga, considere n; > n;_1 tal que para todo n,m > n;,

|xn — xm]| < 5

Consideremos a sequéncia (y;);ecn, definida recursivamente por

Yo = T,
y] = wnj_H - .Z'n].,se ] 2 1
Observemos que

0 x 1
Z | wi]] < llyoll + Z 5= lyoll +1 < o0
=0 =1
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o
Logo, ) y; é absolutamente convergente, e por hipdtese, é também convergente. Sendo
Jj=0
uma série convergente, a sequéncia de suas somas parciais deve ser convergente. Mas veja
que temos uma soma telescépicas:

k
Sko= DU
7=0
= +yi+ e+ v+ Uk
= + Tny —Tny +Tng — Tng + ..+ Tny, — Ty F Lngyy — Loy,
= T tng ~ L T B~ Fmg oo T~ Frpy Ty g
= Tngyy
= S = Tngyq

Dai, como (s é convergente, conclui-se que (z,.);en também é convergente. Sabemos

) k)keN ) n;)jeEN

que, se uma subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy é convergente, entdo a sequéncia

toda é convergente. Em nosso caso, temos que (x,.);cn é uma subsequéncia da sequéncia
) n;/)jeEN

de Cauchy (z,)nen. Logo, a sequéncia (z,)nen converge.

Logo, toda sequéncia de Cauchy em X converge, e o espaco é completo. Portanto, X é de
Banach, como queriamos demonstrar. ]

Podemos quesitonar se, em qualquer espaco de Banach de dimensao infinita, existe uma
série convergente que nao é absolutamente convergente. Serd que convergéncia implicar em
convergéncia absoluta é uma exclusividade dos espacos de dimensao finita.

A resposta é positiva, e dada pelo
Teorema 11 (Teorema de Dvoretzky - Rogers). Toda série convergente em um espago de

Banach X é absolutamente convergente se, e somente se, X tem dimensao finita.

Definicao e propriedades basicas

Definicao 78. Seja X um espago de Banach de dimensao infinita. Uma sequéncia (e;);en
de X é chamada de Base de Schauder de X se todo x € X pode ser escrito de maneira

dnica como
o
T = E i€,
i=1

onde \; € K.

Exemplo 32. /), para 1 < p < oo, possui a Base de Schauder (e;);en. Lembramos aqui
que
e; = (0,0,0,...,0, 1 ,0...)

posicao i
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Para verificar que (e;);en de fato é uma Base de Schauder para £, precisamos primeiramente
verificar que todo = € ¢, pode ser escrito como combinacao linear de elementos de (e;).
Entao, para x = (z1,x2,3,...),

n

T — Z:L‘ie,', = H(T1 Xy ooy L1y Ty Tt 1y Tt 2y - - -) — (1, T2, oo, Tp—1, Ty, 0,0, .. )H =
k=1
1
o0 P
H(0707'"aoaoaxn+17$n+27"')H - Z ‘xzyp m 0
k=n+1

(o]
Assim, . = > xpex.

k=1
o0 o0
Agora, vamos verificar a unicidade. Se z = >~ A\je; = > 7;€;, entdo
i=1 i=1
oo o0 oo n
dohei—Y vi=> Ni—m)e=0= Jim Y Ni—mei =0
i=1 i=1 i=1 i=1
1
n n
Jim (1> O = e = 0= lim Z;P‘z‘ —l"] =0=X=".
i=1 i=

p

Portanto (e;);en de é uma Base de Schauder para £,,.
Analogamente, pode-se mostrar que ¢y possui (¢;);en como Base de Schauder.

Exemplo 33. O espaco C([0,1]) das fungdes continuas definidas no intervalo [0, 1] possui
base de Schauder. Considere a sequéncia (2, )nen de fungoes continuas definidas por x(t) =
1, 71(t) = t, e, para n > 2, considere o inteiro positivo m tal que 2™~ < n < 2™ e defina:

2m (t—(@;?—l)), se 222 1 <t < 221
zn(t) = 2n—1 2n—1 2 .
n 1—2m(t—<’2‘m —1) , se gm —1§t<2—ffl—,
0, caso contrario.

Vamos provar que (zp)nen € base de Schauder de C([0,1]). Para f € C(]0,1]), queremos

[o.¢]
determinar tnicos escalares (o, )nen tais que f = > apap,.
n=0
Para isso, defina em C([0, 1]) a sequéncia (p,)nen dada por

po = f(0)zo,
p1=po+ (f(1) —po(1))z1,
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Ou seja, em termos gerais teriamos:

Pn = Dn—1 + anTyp

2( 2]’10g2n]+n[2“0ng>1 2( 2(10g2n]+n\\2“0ng)1
f

9 Mog, 1] ~ Pn-1 9 Mog, 1]

Para qualquer ¢ € [0,1], temos que py(t) = f(0)zo(t) = fo entdo py coincide com f no ponto 0, e
como

p1(t) = po(t) + (f(1) —po(1))z1(t) = f(0) + (f(1) — f(0))t
entdao p; coincide com f nos pontos 0 e 1 e o seu grafico é o segmento de reta com extremidades
(0, £(0)) e (1, f(1)). Analogamente, verifica-se que py coincide com f nos pontos 0,1 e %, e o seu

grafico é a unido dos segmentos de retas com extremidades em (0, f(0)) e (%7 f (%)) e em (%, f (%))

e (1, f(1)). Continuando com este raciocinio para n € N, temos que p,, coincide com f nos n + 1
primeiros pontos do subconjunto

11313571 3 5 7 9 11 13 15 1
D_{07172747478387878716716716716716716:167167327"'}C[Ovl]

e seu grafico é a justaposicdo dos segmentos de reta cujas abscissas das extremidades estdo no
conjunto D.
Para cada m € N, seja «,, o coeficiente de x,, na equacdo que define p,,. Entdao, para cada
n
n € N, temos que p, = > QmTm. Como f € C([0,1]) é uniformemente continua, dado € > 0, existe

m=0

um 9 > 0 tal que
€
se t1,ta € [0,1], [t — t2| < 6,entdo |f(t1) — f(t2)| < 5
Considere m € N tal que 2% < g e tome ng € N suficientemente grande de modo que f e py,
coincidem no conjunto

11313571 2m—1}
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Se t € [0,1], entdo existe k € {1,...,2™ — 1}tal que ‘t — 2%‘ < 4. Logo, se k # 2™, segue que
-1 (&) +1 (W) o)

101 ()| |1 (&) =m0
< 5+ f(;,a) pult)

‘f(t) _pn(t)’

IN

A
M o o

Portanto, concluimos que {f(t) —pn(t)| < g, para todo n > ng. Se k = 2™, o resultado segue de
maneira similar. Assim,
Jim {lpn = flloo =

ou seja, é valida a representacao
o0
f = E anxna
n=0
Precisamos mostrar agora que tal representacdo é tnica. Seja uma sequéncia de escalares (f3,,)neN

tal que f = ioj Brnyn. Como f(t) = io: Bran(t) = ioj anZy(t) Vt € [0, 1], temos que
n=0 n=0

n=0
Z anTn(t) — Z B (t) Z — Bn)zn(t) =0, Vtel0,1].
n=0 n=0 n=0
Para t = 0, temos
Qo — 50 = Z(an - 6n)wn(0) =0=ay= BO
n=0

o
Com isso, Y (an — Bn)xn(t) =0, e para t = 1, temos que
n=1

oo

—p1 = Z(an - Bn)xn(l) =0=a01 =0

n=0

o0
Com isso, Z (atn —Bn)zn(t) = 0 e aplicando t = % obtemos a; = B2. Procedendo analogamente com

esse raciocinio para os demais valores de t = 0,1,1, %, 3 1 8 8 7 L obtém-se o, = 3, para

todo n € N. Logo, a representagio é tnica. Portanto, concluimos que (z,),en é base de Schauder

de ([0, 1]).
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O exemplo acima mostra como pode ser complicado encontrar uma base de Schauder
para determinado espago. Logo, é razoavel estudar em que condi¢bes podemos garantir a
existéncia de uma base de Schauder para um espago de Banach de dimensio infinita.

Proposicao 61. Seja (X, |.]|) um espago normado. Se existe uma familia enumerdvel

{zy, :n € N} C X tal que [z,,n € N] = X, entdo X é separavel.

Demonstragdo. Seja
D= {Z a;z; : a; € Q, F C Nfinito}
i€EF
Claramente D é enumerdvel. Vamos mostrar que D = X. Seja € X e € > 0. Considere
F C N tal que

e
xr — Z)\zxz < 5
i€EF

Supondo x,, # 0, para cada n € F, seja a, € Q tal que

€
an — A\p| < ———.
fan = 2ol < Sl
Assim:
=Y, axil| = |[t— D) MZn+ D ATn — D aiz;
i€l ner ner i€l
< xr — Z AnZnl|l + z ATy — z Qi T
ner neFl i€l
=z — > Nzl + | D0 A —an)zy
ner ner
< %+ > [ An = anllznl|

neFr
< 5+ (T\\;rf||m)\|xn\\
nel

= 5+
= ¢
Portanto,D é denso em X. Logo, X é separdvel. Para K = C, basta considerar a; €
Q +14Q. O
Corolario 4. Todo espac¢o de Banach com base de Schauder é separavel.

Demonstragao. Seja X espago de Banach e (e,)nen um base de Schauder de X. Entéao,

X = [en,n € N]. Com efeito, dado z € X, com = = ) \e;,
€N

k
T = kh—glo;)\iei € [en,n € NJ.
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Logo, da proposicao anterior, X é separavel. O
Exemplo 34. ¢j é separdavel. De fato, (e,)neny é uma base de Schauder para ¢y, e entao
len 1 n € N| = .

Exemplo 35. /., nao possui base de Schauder, pois nao é separavel.

Exemplo 36. Qualquer espago normado de dimensao finita é separavel, pois é gerado por
um conjunto finito.

Exemplo 37. Pelo Teorema de Aproximacao de Weierstrass, os polinémios sdo densos em
C([0,1]). Entao, [t",n=1,2,...] = C([0,1]), o que mostra que C(]0,1]). J& tinhamos visto
isso ao provar que C([0,1]) possui uma base de Schauder, mas note que esta forma é bem
mais rapida e direta.

A reciproca, ou seja, se todo espago de Banach separivel tem base de Schauder foi um
problema em aberto por muitos anos, até ser resolvido em 1973 pelo matematico sueco Per
Enflo, quando este publicou uma resposta negativa, e ganhou um ganso vivo por isso. Logo,
existem espacos de Banach separdveis sem base de Schauder.

>

-~

(a) Ganso. (b) Per Enflo recebendo seu
7prémio”.
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5.4 Completamento de um Espaco normado

Definicao 79. Sejam (X,
chamada

) € (Y,]|.]ly) espagos normados. Uma funcao f: X — Y é

(i) imersao isométrica se
[f(@) = F@)ly = o —yllx, Vo,yeX

(ii) imersao isométrica linear se for uma imersao isométrica que é linear, ou seja

1f@)|ly = l2llx, VoeX

(ii) isometria linear se for uma imersao isométrica sobrejetora.
Em esséncia, uma imersao isométrica é uma funcdo que mantém distancias.

Teorema 12 (Teorema do Completamento). Seja (X, [|.||) um espago normado. Entéo,
existe um espago de Banach X e uma imersdo isométrica linear T: X — X tal que T(X) =
X. Além disso, X é tinico a menosde isometrias lineares.

Ao espaco (X, ||| do teorema anterior chamamos completamento do espaco (X, |.||).

Exemplo 38. Se X é um espago de Banach, e A C X é um subespago, entdo seu comple-
tamento coincide com o fecho, ou seja

A=A
Exemplo 39. O completamento de Q com a métrica usual é R com a métrica usual.

Exemplo 40. O completamento de ]0, 1] com a métrica usual é [0, 1] com a métrica usual.

Exemplo 41. O completamento de (C([a, b)), |.||)p), 1 < p < oo, denota-se por LP|[a,b]. O
espaco LP pode ser identificado com o conjunto das fungdes

z: [a,b] = R

mensuraveis & Lebesgue e tais que |z|’p é integravel & Lebesgue, sendo necessario identificar
como sendo a mesma func¢ao fungbes iguais quase por toda a parte. A métrica LP[a,b] é

dada por
Il = / ()] dut)

onde a medida p considerada é a de Lebesgue.

hSA
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5.5 Operacoes sobre Espacos Normados

5.5.1 Somas de Espagos Normados

Definig¢ao 80. Sejam (X, ||| ) e (Y, |l.]ly) espacos normados. A soma dada por X @Y é
o espaco produto X X Y munido da norma

@, = llzlx + lylly

Observacgao 9. A topologia em X @Y é gerada por qualquer uma das seguintes normas,
equivalentes em X X Y :

D=

Iy, = (lel + Iwll)? . 1<p<oo

(2, 9)|| o = max{[lzlx [ylly}
Proposicao 62. Se X e Y sdo espacos de Banach, entdo X ¢Y é espaco de Banach.
Demonstragao. Seja (zp)nen = ((Zn, Yn))nen uma sequéncia de Cauchy em X @ Y. Entao,
precisamos mostrar que esta sequéncia converge. Como (2, )nen € uma sequéncia de Cauchy,

entao (zn)nen € (Yn)nen sado sequéncias de Cauchy em X e Y, respectivamente. Logo, estas
sequéncias convergem para certos x = lim z, € X e y lim y, € Y. Dessa forma:
n—oo n—oo

lim z, = (Tnyyn) = (x,y) e X DY

lim
n—oo n—oo
Logo, a sequéncia (z, )pen converge em X @Y, e portanto X @Y é um espago de Banach. [J

Defini¢ao 81. Dado um espaco de Banach, definimos a n-ésima poténcia de X, indicada
por X", como

n
X":@X:g(@X@...@X

=1 n Vezes

5.5.2 Quociente de Espacos Normados

Para definir o quociente entre espacos normados, vamos nos inspirar na definicdo que ja
temos para espacos vetorias, pois queremos que este mantenha as propriedades de espaco
vetorial. Vamos relembrar brevemente estas defini¢oes:

Definicao 82. Seja X um espago vetorial e Y um subespago de X. O espago quociente
X/Y é o espago das classes de equivaléncia

T=x+Y={ax+y:yeY}
X/Y é um espago vetorial com as operagoes

a+b=a+b, VabeX/Y

aa=aa, Yaec X/YVaeK
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CAPITULO 5. ESPACOS DE BANACHOPERACOES SOBRE ESPACOS NORMADOS

Em particular, temos que
T=z&x—z€e€Y

Agora suponha que X seja normado. Estamos interessados em definir uma norma em X/Y.
Para isso, queremos encontrar a "menor distdncia’entre duas classes de equivaléncia no
espaco quociente. Entdo, podemos denotar

Izl = tnf [|2]| = inf [lz + | = inf fle —y|| = d(=,¥)

Mas observe que o definido acima ainda nao é uma norma. Para um subespago qualquer,
sey €Y masy ¢ Y, entdo d(y,Y) =0, mas y ¢ Y, e y # 0. Logo, isso ird quebrar um dos
axiomas da norma (||z|| = 0 = = = 0). Chama-se tal fungao de semi-norma. Mas note que,
se Y =Y, entdo este axioma da norma serd satisfeito. Assim, para termos uma norma,
precisamos considerar Y fechado.

Proposicao 63. Sejam (X, |.||) um espaco normado e Y um subespago fechado de X.
Entao

Z|| = inf ||z +

Izl = inf Jlo +y]

¢ uma norma para X/Y.

Demonstragio. Se ||z + Y| = 0eY éfechado, significa que d(x,Y) = 0 e portanto z € Y =
Y. Entaoz+Y =Y =0.
Considere agora A € K \ {0}. Entéo

INZ| = || Az +Y)| = [Az + Y| = inf | Az + y|| = inf Az + Ay =
yey yey

;ng (@ +y)|| vl inf llz +yll = |z + Y| = IAll|=]

SejamZ =2 +Y e 2’ = 2’ +Y elementos de X/Y. Para quaisquer 1,2 € Y, temos que

Hﬂ? = @+ Y)+ @ +¥)| = [z +2) + Y| = inf o+’ +y|| <
Y
|z + 2"+ (g1 +y2)|| < o+ wull + |2 + 2|
Tomando o infimo, obtemos |[(z +Y) + (¢/ + Y)|| < |z + Y] + ||’ + Y. O

Teorema 13. Sejam X um espago de Banach e Y um subespaco fechado de X. Entao X/Y
é um espago de Banach.

Demonstragio. Pela proposigao anterior, X/Y é um espa¢o normado. Temos apenas que

mostrar que o espago é completo. Para isso, vamos usar a caracterizacdo por meio de
oo

convergéncia de séries. Seja > T, uma série absolutamente convergente em X/Y. Pela

n=1

definicao de infimo, para cada n € N existe z,, € x,, +Y com ||z,| < ||z, + Y| +27". Entao
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CAPITULO 5. ESPACOS DE BANACHOPERACOES SOBRE ESPACOS NORMADOS

o0

a série Y z, é absolutamente convergente no espago de Banach X e portanto converge.
n=1
o0
Seja z seu limite e considere a classe z + Y = Z. Vamos mostrar que Y T, = Z.
n=1
n n n
— _— n—oo
Z—Za:k = z—Z:cn < Z—sz — 0
k=1 k=1 k=1
oo
Portanto, ) @, converge para zZ. Mostramos entdo que toda série absolutamente conver-
n=1
gente em X /Y converge, o que equivale dizer que X/Y é espago de Banach. O
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Capitulo 6

Aplicacoes Lineares

Defini¢ao 83. Um funcional linear num K —espago vetorial X é uma transformacao linear
p: X = K.

Proposicao 64. Seja X um espaco vetorial e H um subespaco vetorial de X. Sdo equiva-
lentes:

(i) codim(X) =dim(X/H)=1
(ii) Existe um funcional linear f em X tal que H = ker(f).

(iii) Existe um zp € X, x9p ¢ H tal que X ¢é soma direta algébrica de H e W, onde
W = <J}0> = KJ}(].

Demonstragio. (i) = (iii) Seja Tg € X/H,Tg # 0, x0 ¢ H e H C K = {0}. Seja z € X.
Existe A € K tal que * = A\xg. Isso implica que existe h € H tal que x — Axg = h. Logo,
x = h + Axg, o que implica X = H & Kxy.

(791) = (i7) Seja X = H & Kzo. Entao

f(h + )\33‘0) =\

é um funcional linear em X tal que ker f = H.
(1) = (i) Seja f: X — K tal que ker f = H. Tome xy € X/H tal que f(z¢) # 0. Seja

z € X. Considere \ = ]f((fo)). Entao

f(x = Axg) = f(x) — Af(wo) = f(z) — -

Logo, zx — Axg € H. Dai, T = ATp, o que implica dim(X/H) = 1. O

Definicao 84. Se uma das condi¢bes anteriores sao satisfeitas, dizemos que H é um hiper-
plano de X.
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CAPITULO 6. APLICACOES LINEARES

Exemplo 42. ¢y é um hiperplano de ¢. Basta tomar o funcional linear
f 1 ¢c — K
x — f(z) :nli_{glomn
Veja que cg = ker f. Além disso, ¢y é um hiperplano fechado de c.
Como notacao, definiremos:

Bx = {z e X: o] <1}

Sy ={zxe X :|z]| =1}
Definicao 85. Sejam (M, d;) e (N, dz2) espagos métricos. Entdo, f: M — N é dita

o Lipschitziana se 3L > 0 tal que

d2(f($)7f(y)) < Ldl(x>y) Ve,y € X

o Uniformemente continua se Ve > 0 36 > 0 tal que

di(z,y) <6 =do(f(x), fly)) <eVx,ye X

Em espacos métricos, o fato de uma funcdo ser de Lipschitz implica ela ser uniforme-
mente continua, o que por sua vez implica sua continuidade. A reciproca em geral ndo vale.
Mas veremos que ela é vélida para o caso dos operadores lineares.

Teorema 14. Sejam X e Y espacos normados e T: X — Y um operador linear. Sao
equivalentes:

(i) T é Lipschitz;

(ii) T é uniformemente continua;
(iii) T é continua;
(iv) T é continua em algum ponto;
(v) T é continua em 0;

(vi) 3M > 0 tal que
|T(z)|| <M, Vze Bx

(vii) IM > 0 tal que
|T(2)|| < Mllz||, VzeX
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CAPITULO 6. APLICACOES LINEARES

Demonstragio. (i) = (ii) = (iii) = (iv) é claro, pois é valido em qualquer espago métrico,
e nao depende da linearidade de T

(iv) = (v) Suponha que T é continua em zg € X.

Dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

|z — zo|| < 0 = HT(:L’) — T(on)H <e
Seja ||z|| < d. Entao
|T(z) = T)| = ||T(x = 0)|| = |T()|| = |T(@+ z0 — z0)|| = | T(z + 20) — T(x0)]| <e,

pois ||(z + x9) — wo|| = ||z < 8. Portanto, T' ¢ continua em 0.
(v) = (vi) Se T é continua em 0, dado € = 1, existe um ¢ > 0 tal que,

|z|| <6 = ||T(z) —T(0) <1
Seja x € Bx. Entao

0 4]
H —§<(5:>

d <1 1@ <15 7@ <

SN

()
2

Logo, tomando M = %, temos que HT(m)H < M.

(vi) = (vit) Se HT(SC)H < M Vz € By, entdo z € X implica que HJITII € Bx. Entao:

F ()

(vii) = (i) Se HT(m)H < M||z||, entao

<l= HgT(x)

1

<M=
B4l

<M= H”iHT(:ﬁ) IT@)| < M = |T(@)|| < M|

|T(z) = T(y)|| = |T(z — y)|| = Mz -yl = || T(2) - T(y)]| < M|z~ y]
Logo, T é lipschitziana. O

Exemplo 43.
Id : X — X
r — x
0o : X — X
r —— 0
sao funcionais lineares continuos.

73



CAPITULO 6. APLICACOES LINEARES

Exemplo 44. Qualquer aplicacio linear definida em KP é continua. a. Vamos demonstrar
este fato usando a norma da soma de KP. Como sabemos, ela é equivalente a norma
euclidiana e mais simples de se trabalhar. Seja T: K? — Y linear. Entao

HT(azl, . ,xp)H

INIA
B
=]
S
+
_|_
B
=
=

™
N

77777

=Aﬂm, %

onde M = HllaX HT €; H Logo T' é continua pelo teorema.
i

Exemplo 45. Seja 1 < p < co. Fixemos (an)nen € £p. Defina

T : b — 4y
(xn)neN > (@nTn)neN

¢é linear e bem-definida.

Exemplo 46. Vamos dar exemplo de um operador chamado operador integral. Fixemos
k:[0,1] x [0,1] — R continua. Definimos

T : C(0,1) — C([0,1))
1

(THE) — Ofﬂ(tvs)f(S) ds
T é linear. De fato, seja kg > 0 tal que
|K5(t,s)| < ko, V(t,s) €[0,1] x [0,1].

Entao

IT(]c = max

=
O\H

1 1
as) < gy, [ 160901560 a5 = ma, [ 1l 7] s =
0 0

Ko maX/\f )| ds = kol /Il

t€[0,1]
Exemplo 47. Considere o espaco vetorial P([0, 1]) dos polinémios reais munidos da norma

Ip|l = sup |p(=)|.

tel0,1]
Entao, o operador derivagao
D+ P([0,1]) — P([0,1])
p — D(p)=yp
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CAPITULO 6. APLICACOES LINEARES

nao é continuo, pois para cada n € N o polinémio ¢" esta em Bp((g,1]), Pois

[t"]| = sup [¢t"]=1.
tel0,1]

Mas sua derivada é D(t") = nt"~!, que tem norma

Hntn_lH = sup ’ntn_l‘ =n.
o0 te(0,1]
Como n pode ser arbitrariamente grande (por exemplo, se n > 8000, a norma de D(t") sera
mais de 8000), segue que é impossivel encontrar M que satisfaca ‘D(p)H < M. Logo, D
nao é um operador continuo.

Lembrando que uma aplicagio linear entre espagos normados 7': X — Y é uma imersao
linear se

|T(@)|| = |lzll, VoeX
Proposicao 65. Seja T: X — Y uma imersao isométrica linear. Entao:
(i) T é continua;
(ii) T é injetora;
(iii) 7T é inversivel sobre sua imagem Im(7"). Além disso,
T7': ImT — X
também é uma imersao isométrica linear.
Demonstragdo. Seja T: X — Y uma imersdo isométrica linear. Entao:
(i) Da definicdo, temos que:
|T()|| < ||zl =1= ||T(z)|| =1, Vze Bx
Entao T' é continua.
(ii) Vamos mostrar que ker "= {0}. De fato:
T(z)=0=0= HT(x)H =|z]|=2=0
Logo, ker(T") = {0}.

(iii) Vamos mostrar que
7' ImT — X

¢ uma imersao isométrica linear. Para isso, Seja y € Im7T. Entao, y = T'(z) para
algum x € X. Desse modo,

|77 W) = [T @@)|| = lel = |T@] = Iyl = | |77 @) = sl
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O]

Proposicao 66. Sejam X e Y espagos normados e T: X — Y linear e bijetora. Sao
equivalentes:

(i) T é homeomorfismo, ou seja, T e T~! sdo continuas;
(ii) T é homeomorfismo uniforme, ou seja, T' e T~! sio uniformemente continuas;
(iii) Existem ¢, d > 0 tais que
clzllx < [T(@)y < dlalx
Demonstragio. (i) < (ii) : Segue diretamente da proposigao @ anterior.
(iii) = (i) : Se HT(m)H < dJ|z|| para todo x € X, entao
|T(z)|| <d, Vze€ Bx.

Logo, T é continua. Considere agora T~ !: Y — X. Seja y € Y. Ento, existe um = € X tal
que y = T'(z). Assim,

|77 = [r @) = el < Sl = 2wl = |70 < i

Logo, HT”H < %, para todo y € By. Portanto, T-! é continua. (i) = (iii) : Se T é
continua, entdo existe uma constante d > 0 tal que HT(az)H < d||x||. Seja y € Y.Considere
r € X tal que y = T(x). Se T~! é continua, entdo existe uma constante % > 0 tal que
IT1(y)]| < Lllyll. Daf:

I )| < 2ol = [T )| < Il = ||| < 7)) = ellal < 7@

Portanto, concluimos que
cllz|l < || T(x)]| < dll|

A proposicao acima nos motiva a fazer a seguinte definigao:

Definicao 86. Se T: X — Y ¢ linear e sobrejetora, e satisfaz uma das trés condi¢es
equivalentes:

(i) T é homeomorfismo, ou seja, T e T~! sdo continuas;
(ii) T é homeomorfismo uniforme, ou seja, T e T~! sdo uniformemente continuas;
(iii) Existem c,d > 0 tais que

clzllx < ||T(@)y < dlalx
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dizemos que T' é um isomorfismo entre X e Y. Quando existe um isomorfismo entre X e Y,
diremos que X e Y sao isomorfos, e adotaremos a notagao X =Y.

Proposicao 67. Sejam X e Y espacos normados. Se X e Y sdo isomorfos, e X é completo,
entdo Y também é.

Demonstragio. Considere (z,)neny uma sequéncia de Cauchy em X. Entdo, dado £ > 0,
existe um ng € N tal que, para todo m,n > ng,

lxn —xm]|| < e

Como esta sequéncia é de Cauchy em X, e X é completo, entdo lim z, = z € X. Como
n—oo

X 2V, existe um isomorfismo 7: X — Y. Dada (y,)nen uma sequéncia de Cauchy em
Y, vamos mostrar que esta converge. Para cada y;, existe um x; € X tal que y; = T'(x;).
Temos entao que

lyn — ymll = HT(:cn) — T(xm)H <e= lim HT(xn) - T(Im)H = HT(:cn) - T(x)” <e

m—r00

Logo, a sequéncia (T'(x;)) converge para T'(z). Tomando y = T'(x), concluimos pela conti-
nuidade de T' que a sequéncia (y,)nen converge a y. Portanto, Y é completo. m

Teorema 15. Todos os espacos normados de dimensao n finita sdo isomorfos entre si.

Demonstragio. Sejam X e Y espagos normados de dimensao n. Consideremos (e;)i; base
de X e (f;)_, base de Y. Seja

T X — Y
n n
> Aiei — DA
i=1 i=1
Observe que T' ¢ linear e sobrejetora. Definamos uma norma em X: ||z = ||T(z)]|,- De
fato, esta é uma norma:

1. Se ||z|| = 0, entao:

[z = 0
= ||T@)]|, = 0
i=1
= A= 0
2. Para a € K, temos que
lazl| = ||T(ax)|y
= |[[aT(2)]|
— Jol|T@],

||zl = o]
|||
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3. Sejam x1,x2 € X, entao

o1+ 22l = || T(z1+22)|y
= HT(«Tl) + T(l’g) v
< HT(xl)HY + HT($2)HY
= a1 + 22|
= |lzr+ 22l < [zl + (|22l

Como todas as normas em X sdo equiavalentes, pois é um espaco normado de dimenséo
finita, temos que existem ¢, d > 0 tais que

cllellx < lle] < dll2lly
Dessa forma, temos que
dlelx <[] < dllzlly = llzlly < |T()], <dllely, VoeX

Portanto, T' é um isomorfismo, e quaisquer dois espacos normados X e Y de dimensao n
sdo isomorfos. O

Observacao 10. Nem todos os espagos isomorfos sdo isométricos. Considere por exemplo
c e ¢g. Temos entao

T - c — ¢
(Zn)nen — T(zp) = (0 — 21,0 — 29,0 — 3,...)

onde £ = lim z,. Observe que sua inversa é
n—oo

-1 co — ¢
(Yn)nen +— T'(yn) = (Y0, Yo + Y1, Y0 + ¥2,Y0 + Y3, . ..)

Portanto, T' é um isomorfismo, mas ¢ e ¢y nao sao isométricos.

Em geral, ¢ e ¢y s@o isomorfos pois quaisquer dois hiperplanos fechados sdo isomorfos,
e co ¢ um hiperplano fechado de c. Em particular, ¢ é isomorfo a todos os seus hiperplanos
fechados.

Observagao 11. Existem espacos de Banach que ndo sdo isomorfos a seus hiperplanos
fechados. Tal problema foi conhecido como Problema dos Hiperplanos de Banach, e foi
resolvido por Gowers em 1994, que apresentou um exemplo. Este exemplo foge do escopo
deste material, e ndo sera tratado aqui. Contudo, a titulo de curiosidade, vamos apresentar
um espaco que conjectura-se satisfazer essa condicdo, e que se provado serd considerado o
espaco de Banach "mais simples”com a condi¢do de nado ser isomorfo a seus hiperplanos
fechados. Trata-se dos espagos de Kalton-Peck Z,.
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Definicao 87. Sejam Y e Z espacos de Banach. Uma sequéncia exata é uma sequéncia

05Y L x4 750

onde j: Y — X,q: X — Z sao injetor e sobrejetor, respectivamente, tais que ker ¢ = Im j.

j(Y) é um subespago fechado de X e X/j(Y) = Z.

Equivalentemente, dados X e Y espagos de Banach, Uma soma torcida de X e Y ¢é
um espago quase-Banach Z que possui um subespago X isomorfo a X tal que Z/Xj seja
isomorfo a Y.

A sequéncia exata é dita trivial se Z = X x Y. Uma soma torcida de Y e Z é uma
sequéncia exata nao-tivial.

Definicao 88. Uma aplicacio quasi-linear de X em Y é uma aplicagao 2: Y — X, com
1. Q\y) = AQ(y), Yy € Y, A € K

2. |2y +2) — Q) — Qw2)|| < M(Jn]| + llwall), para todo y1,u2 € Y e para algum
M > 0.

Uma aplicacao quasi-linear F': Z — Y induz uma sequéncia exata
0YLYaerzhz-0
para j(y) = (y,0) e q(y,z) = z. onde
YorZ={(y,2) eYoxZ:y—F(z) eY},
munido da quasi-norma
1. 2| = lly = FW)ly + Iz
Uma quasi-norma é uma funcao [.||: X — R, tal que
L. ||z|| > 0, se z # 0;
2. || Az]| = |Alljz||, para todo z € X, A € K.

3. [|z1 + 22| < C(||z1]] + ||z2]|), para todo z1,z9 € X, e uma constante C' > 1 indepen-
dente de x1 e xo.

Seja cog C fo 0 subespaco das sequéncias de suporte finito. Defina Qa: cop — ¢2, dada por

) = Xt (1)

[l
|z]

para cada © = > zpe, € cpo, onde o somando z, log< )en sera entendido como 0

quando x, = 0.
Pode-se mostrar que 29: cgg — f2 é uma aplicacao quasi-linear. Sabemos que:
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Proposicao 68. Sejam X e Y espacos de Banach e Yy um subespaco denso de Y. Se
Qo: Yy — X é uma aplicagdo quasi-linear, entdo existe uma aplicagdo quasi-linear 2: Y —
X tal que Q(y) = Qo(y), para todo y € Yp. Mais ainda, se ¢: Y — X é uma aplicagdo quase
linear tal que p(y) = o(y), para todo y € Yp, entdo 2 e ¢ sdo equivalentes.

Desse modo, podemos definir uma aplicagdo quasi-linear
QQ: EQ — fz,
que estende Q.
O espago de Kalton-Peck, que denotaremos por Zs, é a soma torcida ¢2 ®q, {2, ou seja:

2

Zy = ((yn)y (xn))nEN € ly x ly: Z |xn|2 + < 00

n=1

T
Yn + xp log log <||’1’|=2>

A quasi-norma associada a )y é equivalente a uma norma, e portanto, Z, é um espaco
de Banach.

Conjectura-se desde a déecada de 80 que Z3 nédo é isomorfo a nenhum de seus hiperpla-
nos.

Proposicao 69. Sejam X e Y dois espagos normados isomorfos. Entao, se X é separavel,
Y também é separavel.

Demonstragdo. Seja D um subespago denso e enumeravel em X. Como X e Y so isomorfos,
existe um isomorfismo 7': X — Y. Considere o conjunto

D={T(z):x€ D}
Observe que D C Y, e D é enumeravel, pois |D| = |D| = Xg. Vamos mostrar que D = Y. Para
isso, sabemos que, dado x € X, existe uma sequéncia (x,) € D tal que li_>m z, = x. Dado
mn o
y € Y, existe um = € X tal que y = T(z). Logo, como T~!(y) = z, existe uma sequéncia
(T~ (yn)) = (x,) € D tal que lim T (y,) = T~(y). Como z; € D, entdo y; = T(x;) € D.
n—oo
Assim, concluimos que para qualquer y € Y, existe uma sequéncia (yn)nen = T(Zn)nen em

D que converge a y. Portanto, D é denso e enumeravel em Y, e Y é separavel.
O

Exemplo 48. /,, 1 < p < 0o naao sao isomorfos a £, pois £~ nao é separdvel, mas co, £,
sao.

Exemplo 49. cq e ¢, nao sao isomorfos.
Exemplo 50. ¢, ¢ isomorfo a (¢,)?, para 1 < p < oo. Basta considerar
T by — L@y
(zn) +— ((z2n), (T2n41)
Para ¢, ® £, munido da norma p, temos que 7' é uma isometria, e para outras normas

equivalentes em ¢, ® £, T" é isomorfismo.
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CAPITULO 6. APLICACOES LINEARES 6.1. ESPACOS DE DIMENSAO FINITA

6.1 Espacos de dimensao finita

Vamos ver alguns resultados acerca de espacos de dimensao finita a luz da teoria desenvol-
vida até o momento.

Proposicao 70. Qualquer espago normado de dimensao finita é um espago de Banach.

7

Demonstragdo. Seja X um espaco normado de dimensao n finito. Entdo X =2 K™ e K" é
completo com ||.||,, por exemplo. Logo, X é completo. O

Corolario 5. Todo subespago de dimensao finita de um espago normado é fechado.

Demonstragdo. Seja X um espaco normado e Y um subespago de X com dimensao finita.
Como Y é de dimensao finita, pela proposicao anterior, Y é de Banach, logo Y é fechado
em X.

O

Proposicao 71. Qualquer aplicacao linear definida num espaco normado de dimensao finita
é continua.

Demonstragdo. E suficiente provar o resultado para X = K", pois isomorfismos preservam
linearidade, sendo uma propriedade topolédgica.

Para (K, |.||y), considere T': K™ — Y linear. Seja (e;)!'; a base canoénica de K", e
n
considere x = > x;e; € K". Entdo, temos que

i=1
T(zx)=T (Z CCz'ei) = Zl’iT(@i)

Assim,

|7@)| = | wiT(e)

\ < Z || T (eq)]| < max{[|T(es)]|} Z jwi| = M|z,

onde M = max{HT(ei)H}. Portanto, T' é continuo. O

Observagao 12. Se X é um espaco de dimensao infinita, existe um 7' linear e ndo continuo.
Por exemplo,

—
x — D(x)=2a
D ¢ linear mas néo é continuo.

Para o préximo resultado, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2 (Lema de Riesz). Seja X um espago normado, e Y um subespaco fechado de X.
Entao, dado 0 < € < 1, existe um xg € Sx tal que

d(ﬂ?o,Y) >1—¢
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Demonstragio. Sejaz € X/Y, T #0, com ||7]| =1 = 1r€1£HzH
zexr

Dado € > 0, existe 2y € T tal que
1
1< < —
< Jlzoll < T

Observe que zg = Tg = d(20,Y) = d(z,Y) = 1.

Seja xg = Hi—g” Assim, xg € Sx. Além disso,

1 1
l=——->1—-¢

d(z0,Y) = d (Zol|0]|, Y) = "zl el T

1
——d(2,Y)
[[z0]l

Teorema 16. Seja X um espaco normado. Sdo equivalentes:

(i) X tem dimensao finita;
(ii) Os fechados e limitados de X s@o os compactos;
(iii) Bx é compacto.

Demonstragio. (i) = (ii) Se dim X < oo, entdo X = K4mX Em (K4mX |1|1), vale que
0s compactos sao os fechados e limitados. Logo, o s fechados e limitados em X sdo os
compactos.

(ii) = (iii) Bx ¢ fechado e limitado. Logo, Bx é compacto.

(iii) = (i) Para mostrar que Bx nao é compacto, vamos construir uma sequéncia em
Bx que nao admite uma subsequéncia convergente.

Seja X normado de dimensao infinita. Seja zg € X. Pelo Lema de Riesz, tomando
e = %, e Y = [xg], note que T é fechado, pois é de dimensdo finita, e também é um
subespago préprio, pois dim X = oc.

Existe um z1 € Sx tal que

| =

d(z1, [zo]) >

Em particular, |21 — 2o > 1.
Considere Z = [z, x1]. Entdo, novamente pelo Lema de Riesz, existe um zo € Sy tal
que

1
d(CCQ, [anxl]) Z 5

Indutivamente, encontramos xg, €1, x2,...,Tn+1 € Sx tais que
1
d($n+1, [%0,%1,1’2, cee ,.Z'n) Z 5

Logo, (zn)nen € BY, tais que

|z — x| = Vn #m

57

Assim, (z,,)nen ndo tem subsequéncia convergente. Portanto, Bx nao é compacto. O
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6.2 Espacos L(X,Y)
Vamos estudar agora os espagos de todos os operadores lineares e suas propriedades.

Definicao 89. Sejam X e Y espagos normados. Denotamos por L(X,Y) 1 o espaco vetorial
das aplicagoes lineares continuas de X em Y com as operagoes usuais.

Em particular, quando Y = K, L(X,K) é o espago dual X*, ou seja, o espago dos
funcionais lineares continuos em X. Este é conhecido como dual topoldgico.

Denotamos por X* o espaco vetorial £(X, K) dos funcionais lineares em X, também co-
nhecido como dual algébrico, que é amplamente estudado em disciplinas de Algebra Linear.

Em espacgos vetoriais, ndo ha distin¢do entre duas topolégicos e algébricos, pois todos
os funcionais lineares sdo continuos, ou seja:

X* = Xt

Observacao 13. Em geral, se V' é um espaco normado de dimensao finita, todos os funci-
onais lineares sdo continuos. Assim, V* = V*. Veremos adiante que, se X possui dimensio
infinita, entdo sempre ocorre X* # X*, ou seja, sempre poderemos encontrar um funcional
linear que ndo é continuo.

Para estudar propriedades de £¢(X,Y’), vamos tentar muni-lo de uma norma.
Proposicao 72. A funcao
I : £4X,)Y) — R
T +— ||T| = sup HT(x)H
rEBx
é uma norma para L°(X,Y).
Demonstragdo. De fato, temos que:

1. |T| = 0= ||T(x)|| = 0 V& € Bx, e pela linearidade, T'(z) = 0 para todo = € X.
Logo, T'= 0.

2. Temos para todo a € K que

[aT|| = sup [[aT(2)|| = |a| sup || T(2)|| = |a[|T]| = [T = [T
rEBx r€BXx

3. Se T,U € L(X,Y), entao

IT+U|| = sup |[(T+U)(@)||= sup ||T(z) +U(=)|| < sup |T(2)|+|U(2)| =
r€EBx r€EBx rEBx

1T+ U= IT + Ul < IT] + [[U]

!'Usualmente o espacgo é denotado somente por £(X,Y), mas estamos adicionando o ¢ para enfatizar a
questao das aplicacdes serem continuas e estabelecer uma distingdo com relacdo a mesma notagéo utilizada
no estudo dos espacos duais em Algebra Linear, com o objetivo de evitar confusées por conta da notagao.
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Observagao 14. Se T € Li, entdo
|T()|| < I

para todo = € Bx.

Se z # 0, temos que

r (Hiil) H < |IT||, o que implica

7@ < 1Tl

para todo = € X.

O]

Se M > 0 tal que ||T(z)|| < M|z| Vo € X, entdo ||T(z)|| < M Vz € Bx. Logo,

1T < M.
Podemos caracterizar ||T'|| como o menor M que satisfaz

|T(x)|| <M Vze Bx
Observacgao 15. Se T' € L(X,Y), entao

T
Ty Py il R
sex\foy |7 reSx

Exemplo 51. Se T é o operador nulo, entdo é claro que

1T = sup |T(@)|| =0= [T =0
$EBX

Exemplo 52. Se Id é o operador identidade, ou seja

Id : X — R
r — 1

entao

|1d|| = sup |[Id(z)||=1= |Id|| =1
rE€Bx

Exemplo 53. Fixado x: [0,1] x [0,1] — R, seja T' o operador integral, dado por

T : C(]o,1]) — C([0,1])

1
f— T(f)Z(T(f))(t)Zgﬁ(tvs)f(S)dS

entao
1

I7(s |—max/ ds<max/\ (t,9)]| (s
tel0,1] te(0,1]
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1 1
max/‘/i(t, s)|ds | |/ = IT| < max/{m(t,s)‘ds
) te(0,1]
0

te[0,1]
0

Na verdade, pode-se mostrar que

]TH—max/‘ (t,s)|ds

t€(0,1]

Exemplo 54. Seja 1 < p < o0, e condiere a = (an)neny uma sequéncai em £, fixada. Tome
a aplicacao
T - b — Ay
(xn)HGN — T(l’n) = (anxn)nGN

Vamos calcular a norma de 7. Temos:

TGl = [(anza)]

|
3
g 108
B
3
)
3
SE

P
< Z|an|p> ”anoo
n=0
= |all,llzall o
= 1 < lall,

Tomando z, = 1, temos que (Z,)nen € oo, € [|2| = 1. Assim, para esta sequéncia
[T ()], = lall,llznllee = llall, = llall, < IT].
Portanto, temos que [|T'[| = [|al|,.

Vamos verificar agora em que condigoes o espago normado (L(X,Y),|.]|) é um espaco de
Banach.

Teorema 17. Sejam X e Y espagos normados e Y um espago de Banach. Entéo, £¢(X,Y")
¢é de Banach.

Demonstragio. Precisamos mostrar que toda sequéncia de Cauchy em £¢(X,Y") é conver-
gente. Para isso, utilizaremos fortemente o fato de Y ser de Banach.

Considere (T},),en uma sequéncia de Cauchy em £(X,Y). Sendo de Cauchy, sabemos
que, dado € > 0, existe um ng > 0 tal que, para todo m,n > ny,

1Tn = Tl < || ||

Para z € X nao-nulo fixado.
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Portanto, temos que

3

HTn(x) _Tm(x)H = H(Tn _Tm)(x)H < | T — Tlllz]] = 2] =€

]

Logo, para cada = € X, (T},(x))nen € uma sequéncia de Cauchy em Y.
Sendo Y um espago de Banach, entao (75, (x))nen é convergente.
Defina

T : X — Y
x +— T(z)= lim T,(x)

n—oo
Vamos mostrar que 7' € £¢(X,Y). Para isso, basta ver que T ¢ linear e continuo.
e T é linear, pois para x,y € X e A € K :
T(x+ Ay) = lim T,(x + \y) = lim T, (x) + AT, (y) =
n—oo n—oo
lim T, (z) + A lim T,(y) = T(z) + \T'(y)
n—oo n—oo
e T ¢é continua, pois V x € X :

n—oo

|7@)| = tim |Tu@)| < lim [T, llz] < sup | Tl lal] = |T@)] < Mz
neN

onde M = sup||T,||. Note que M < oo, pois toda sequéncia de Cauchy é limitada.
neN

Resta agora mostrar que li_}m T,=Tem LNX,Y).
n—oo
Dado € > 0, dng € N tal que, Vm,n > ny,

1T — Tl < e

Em particular, pela continuidade da norma:

Va € Bx: To(x) —Th(x)|| < €
= lim ||T,(z) = Tr(z)|| = ||Tu(z) — T(2)||
m—r0o0
< T =T
< €
Logo, L£¢(X,Y) é completo e consequentemente um espaco de Banach. O

Observacgao 16. Note que a condicdo de Y ser de Banach é estritamente necessaria. Por
exemplo, £(¢~,coo) ndo é completo. Na verdade, veremos mais adiante que se Y nao for
completo, £°(X,Y) também néao sera.

Corolario 6. Seja X um espago normado. Entao £¢(X, K) = X* é um espago de Banach.
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Proposicao 73. Seja X um espaco normado de dimenséo infinita. Entdo X* # X*.

Demonstragdo. Vamos construir um funcional linear que néo é continuo.
Consideremos I' = {e : v € J} uma base de Hamel de X.
Sendo J infinito, consideremos I C J infinito e enumerével, e I'' = {e,, : 7, € I'}. Defina
f € X! por
f+ X — K

D L A
0 sey¢l

Estendendo por linearidade a X,isto é, para x € X, x = ) Aje;, F' C J finito. Entao,
YEF
considere

fl@)=> " Aif(ey)

yEF

Vamos mostrar que f ¢ X*.

De fato, f(e%’ = n, VYn € N. Logo, f ndo é limitada em Bx. Logo, f ndo pode ser
continua, e portanto X* # X*. O
Exemplo 55. |.||: X — R é continua mas nao ¢ linear, como ja visto.

Exemplo 56. Seja f € C([0, 1])*, dada por
foocao1) — R
1
r — f(z)= [=z(t)dt
0

f € linear, continua e ||f|| = 1. De fato, a linearidade segue pela linearidade da integral.
Além disso,

1

1 1
LWN=/MWHS/MW&S/WM&= /wnmmzwmu
0 0

0

Portanto, f é continua e || f|| < 1.
Tomando z(t) = 1 Vt € [0, 1],, segue que

1

ﬂmz/mmwﬂzL

0

o que implica || f|| = 1.
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Exemplo 57. Dado ty € [0,1] fixado, seja § € C([0,1])*, dada por

f : c(o,1]) — R
r — f(z) =xz(to)

f é linear, continua e || f| = 1. Para z,y € C([0,1]) e XA € R, temos que

][(m + ) = (@ + ) (to) = 2(to) + My(to) = ][(x) A ][(y) N ][ é lincar.

f

||| < 1. Mas para a funcdo z(t) = 1,Vt € [0, 1], temos
’][(w) = |e(to)] =1 = 1= H][H <1
fll =1

Proposicdo 74. Sejam X um espaco normado e f € X% Entdo, f € X* se e somente se
ker(f) é fechado em X.

= |z(to)| < [|z]lo = ][ é continua.

Logo,

Demonstragio. (=) Seja f: X — K é linear e continua. Se (Z,)peny € uma sequéncia
em ker(f) tal que lim z, = z, entdo lim f(x,) = f(x) pela continuidade de f. Logo,
n—o00 n—o0

como f(x,) = 0 Vn € N, segue que f(z) = 0, implicando = € ker(f). Isso mostra que
ker(f) = ker(f). Logo, ker(f) ¢é fechado.

(<) Seja f € X! tal que ker(f) é fechado. Se f nao for continua, dra cada n € N, existe
uma sequéncia (z,)nen € Sx tal que | f(zyn)| > n.

Se ker(f) = X, ndo hd o que fazer. Caso contrario, seja a € X tal que f(a) = 1, e
considere a sequéncia (y,)nen, dada por

Observe que

flyn) = f (a — /f<<lf'n) :1:,,,)

)
= 1@~ (o)
= f(0) = £ f(wn)
= [fla) = f(a
=0

Mas

ILm Yn = liﬁm a— ff((xan)):zn
= a—0
= a.
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Assim, lim y, =a, e
n—o0

Ha - lUn,H = a — (a — %1”)

o que é um absurdo, pois por hipétese a ¢ ker(f), ja que f(a) = 1. O

6.3 Extensoes de aplicacoes lineares

Iremos estudar agora condi¢bes para a quais conseguimos estender o dominio de certa apli-
cacao linear continua.

Proposicao 75. Seja X um espaco normado e Y um espago de Banach. Seja Z um
subsepaco de X e T' € £L(Z,Y). Entdo, T admite uma tnica aplicagao linear T' € L(Z,Y")
que a estende, ou seja, T' [ z=T. Neste caso,

] <

Demonstracio. Dado z € Z, temos que z = lim z,, onde 2z, € Z Vn € N. Consideremos a
n—oo

sequéncia (T(zp))neny em Y. Como Y é de Banach, (T'(zy))nen é de Cauchy, ou seja, dado
€ > 0 existe um ng > 0 tal que Ym,n > ng,

HT(Zn) - T(Zm)H = HT(Zn - Zm)” <|NTzn — zmll < e

Sendo (zn)nen convergente, é de Cauchy em Z e (T(zy,))nen € de Cauchy em Y.

Sendo Y de Banach. (T'(zp))nen € convergente. Definimos

T : Z — Y
z +— T(2)= lim T(z,)
n—0o0
onde z = lim z,.
n—oo o
Observe que T estd bem definida, pois dadas sequéncias (z,)nen € (&n)nen tais que

lim z, = lim &, =z, temos que
n—00 n— infty

|T(20) = T(&)|| = || T(zn = &) || < ITIl|2n — &nll
Tomando os limites para n — 0o, temos que

lim ||T(z,) — T(&)| < Jim l2n — &nll =

n—o0
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lim HT(ZR) - T(gn)H <z—=&ll =
n—o0
lim ||T(2n) = T(&)|| < 0= lim ||T(z,) — T(&)|| =0
n—oo n—oo
Entao, lim T'(z,) = lim T'(&,).
n—oo o n—oo
Observe que T estende T : se z € Z, tomando a sequéncia z, = z, temos que

T(z)= lim T(2,) =T(2) =T [z=T

n—o0

Mostremos que T € £¢(Z,Y). Temos que:

o T é linear: sejam (2,)nen € (Cn)nen duas sequéncias em Z tais que lim z, =2 € Z e
n—oo

lim ¢, = € Z, e considere A € K. Entdo:
n—oo

T(z+A0) = lim T(zn + An)
= nli_)rgoT(zn) + AT (Cn)
lim 7'(z,) + lim AT(()

n—00 n—o0

= T(z2)+ XT)(¢)

« T é continua: Seja (2zn)nen uma sequéncia em Z tal que lim z, = z € Z. Entao:
n—oo

[T = | tim || = Jim (7G| < tim (7] 2] =
Il Jim 11zl = 11120 = |[T()|| < 1Tz

Portanto, T" é continua, e HTH <T.

Ainda, como T ¢é extensdo de T, é claro que ||T| < HT

, pois

IT) = sup |T)] = sup |76 < swp [T2)]| = |7
ZEBZ ZEBZ ZGBZ

7| = i)

Finalmente, falta apenas mostrar a unicidade da extensdo T. Como dois operadores
continuos que coincidem num subespaco denso sdo iguais, segue que o operador definido é
Unica. O

Logo,

2Em geral, duas funcgbes continuas que coincidem num subespaco denso so dominio sdo iguais.
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Observagcao 17. A condicdo de Y ser um espaco de Banach é estritamente necesséria.
Como contra-exemplo, considere a funcao identidade em Id: cog — cgo. Sabemos que ¢og =
co, mas Id ndo admite uma extensao continua 7' em cg, ou seja,

Co
]
L
coo — €00

Observacgao 18. Considere a fungao identidade em Id: ¢y — cg. Nao existe extensao T de

co em f, pois ¢y # f, Ou seja:
loo
I &T
o — ¢

Logo, a proposi¢ao s6 permite estender 1" ao fecho.
Para funcionais f: X — K, veremos adiante que sempre existe uma 7:Y — K que
realiza esse servico, ou seja, tal que o diagrama abaixo comuta:

fﬁf ﬁT

X — K

Proposigao 76. Sejam X um espago noramdo e Y um subespaco fechado de X. A aplicacao
quociente

T X — X/Y
x +— w(r)=7T
satisfaz as seguintes propriedades:

1. m é uma aplicacdo linear continua;

2. 7 leva a bola unitaria aberta de X na de X/Y, ou seja

m(Bx(0;1)) = Bx/y(0;1)
3. 7 é uma aplicacdo aberta, ou seja 7(U) é aberto em X/Y para todo U aberto em X.
4. ker(m) =Y.

Demonstragdo. 1. Pela definicdo das operagdes em X/Y, 7 é claramente linear. Dado
x € X, pela definigdo da norma em X/Y temos que

|7(@)|| = Izl < llz] Ve e X.
0 que mostra que w é continua.
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2. Sejam Bx(0;1) e By/y(0;1) as bolas unitarias abertas de X e X/Y respectivamente.
Se x € Bx(0;1), entao
[m(@)]| = Izl < [l=] < 1.

Logo, m(x) =T €x/y (0;1). Portanto, m(Bx(0;1)) € Bx,y(0;1).

Seja agora T € By/y(0;1). Entao ||| < 1. Novamente pela definicdo de infimo,
existey € overlinex tal que
[zl < llyll <1

Entdo y € Bx(0;1) e 7(y) =7 = Z, e portanto 7(Bx(0;1)) 2 Bx/y (0;1).
De qualquer modo, concluimos que 7(Bx(0;1)) = BX/Y(G; 1)

3. Considere um conjunto U # ) aberto em X e 2 € 7(U). Entdo Tg = 7(z), para algum
z € U. Como U é um conjunto aberto, deve existir um r > 0 tal que z+rBx(0;1) CU.
Segue pela linearidade de 7 e pelo item anterior que

m(z +7Bx(0;1) C w(U) = 7(2) +rn(Bx(0;1)) € n(U) = 75 + rBx,y(0;1) € n(U)
Segue que 7m(U) é um conjunto aberto.

4. Temos que

rzeker(n)=n(z)=0=>72=0=>2€Y = |ker(n) =Y

O
Proposigao 77. Sejam X e Y espacos normados e T € L(X,Y). Seja
T : X/ker(T) —» Y
T +— T(z)=T(x)
Entdo, T é linear e continua e HTH = ||T'||. Em outras palavras, temos que o seguinte

diagrama é comutativo:

X T — Y
x y
X/ ker(T)

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que 7' estd bem definida. Para z1,z9 € X :

T1=To T —To€Y = ker(T) =4 T(a:l — .CL‘Q) =0«& T(:Ul) = T(xg)

Vamos mostrar aogra que T € L°(X/ ker(T),Y).
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o T é linear, pois para 7,7 € X/ker(T), e A € K :

TE4+MNg) =T(x+ X y) =T(x) + \NT(y) =T+ N\

e T é continua, pois analisando o diagrama, constata-se que T' =T omw. Como T e 7 sdo
continuas, segue que T também é.

Além disso,
HTH = sup T(EH = sup T(I)H =
TEBx/ ker(T) TEBx/ ker(T)
sup | 7(x(o)]| = sup ||(7om)@)|| = sup [ T(@)]| = 17
rEBx rE€EBx r€Bx

6.4 Teorema de Hahn-Banach

Sejam X e Y espacos normados e Z um subespaco de X. Nem sempre uma aplicacao linear
continua T': Z — Y pode ser estendida continuamente para X. (EXEMPLOS). O Teorema
de Hahn-Banach assegura que sempre é possivel realizar essa extensao quando Y = K.

Além disso, o Teorema de Hahn-Banach responde algumas perguntas naturais que tem
resposta claramente positiva em espagos de dimensao finita. Se X é um espago normado,
serd que

¥ Existe um funcional linear continuo nao-nulo em X?
& Dado zp € X ndo-nulo, existe um funcional linear f continuo tal que f(z¢) = 17

¢ Dado xg € X nao-nulo, existe um hiperplano fechado H tal que

X = Ho Kxo?

& Dado subespago Y de X e f € Y™, existe ¢ € X* tal que ¢ é extensad de [ e
lell = [LFI?

Vamos enunciar este importante teorema, e demonstrar alguns resultados antes de prova-
lo.

Teorema 18 (Teorema de Hahn-Banach). Seja X um espago normado e zp € X. Entao,
existe p € X* extensao de f com ||p|| = ||f]|-

Alguns dos resultados imediatos que o Teorema de Hahn-Banach fornece sao os seguintes:

Corolario 7. Seja X um espaco normado e xg € X, g # 0. Entdo, Jp € X* tal que
e(zo) = [lzoll e lloll = 1.
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Demonstragdo. Seja
f : [1‘0] — K
)\.’L’O — )\Hﬂjo H

Como ja é de praxe, vamos verificar que f € [z¢]*. De fato:

o f élinear, pois dados Azg,nzo € [xo] e k € K, temos que
f(Azo+knao) = f((A+rn)zo) = (A+kn)|lzoll = Mzol| + knllzoll = f(Azo) + K f (nz0)

e f é continua, pois
| f(Azo)| = [Mllzoll = [[Azo]

Assim, [|f|| = 1. Pelo Teorema de Han-Banach, existe ¢ € X* extensdo de f tal que
llell = || f]] = 1. Além disso,

¢(wo) = f(wo) = [|zo|

O

Corolario 8. Seja X um espago normado e xg € X. Entao

= ma
o]l = max [(zo)]
Demonstragdo. Se ¢ € Bx=,
o (@0)| < lelllzoll < [lzoll
Usando o funcional ¢ € X* obtido no corolario H anterior, temos que
p(x0) = ||zoll

O

Corolario 9. Seja X um espaco normado e g € X nao-nulo. Entéo existe um hiperplano
fechado H em X tal que
X =H® Kxg

d(xo, H) = [|zoll

Demonstragao. Seja ¢ € X* do corolario B Tomemos H = ker(¢). E claro que H N Kxy =
{0}. Para todo z € X,

o(x) o(x)
t=|\x——"uy )| +—"190=>X=H& Kxyg.
(7o) @(xo)
€H Kxo

Além disso, d(zg, H) < ||zo]|.
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Seja h € H. Entao:
¢(zo — h) = ¢(zo) = [|zoll
|6(z0 = )| < lI¢llllzo — Rl = [lzo — hll
Logo, concluimos que ||zo|| < ||zo — k||, Vh € H. Portanto ||zo|| < d(zo, H). Assim,
d(wo, H) = [|lzo
O

Corolario 10. Seja X um espago normado e Y um subespaco fechado de X, e zp € X \ Y.
Entao, existe ¢ € X* tal que [[¢|| =1e

o @(xg) = d(xo,Y)
e o(y)=0,VyeyY

Demonstragio. Se Tg € X/Y, Tg # 0, entdo ||Zg|| = d(zo,Y). Do corolério H, existe ¢* €
(X/Y)* tal que ¢* (7o) = [|Zol| e [|¢7] = 1.
Considere

p X — K
v — ()

Observe que ¢ = ¢* om. Segue que ||| = ||¢*|| = 1. Além disso, temos que:
* p(xo) = ¢"(To) = d(x0,Y)
« oY) =¢"[H) =d(y,Y) =0,vy €Y
O

Definigao 90. Seja X um espaco vetorial sobre K. Uma funcao p: X — R é sublinear se
satisfaz

L p(z +y) <p(z) +p(y),Vz,y € X.
2. plaz) = ap(z),Ya € R,Vz € X.
p é dita uma seminorma se é sublinear e
plaz) = |lajp(x),Va € R,Vx € X
Proposicao 78. Se p: X — R é uma seminorma, entao p(z) > 0, para todo = € X.

Demonstragcido. Temos que

0=p(z—2) <p(x)+ p(—z) = 2p(z)
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Lema 3. Sejam X um R-espaco vetorial, p: X — R sublinear, Y subespago de X, com
X #Y. Sejam zp € X \Y e f: Y — R um funcional linear tal que

VyeY: f(y) <p(y)
Entao existe ¢ funcional em Z =Y @ [x¢] tal que:
(1) Yy eY:o(y) = f(y)
(ii) Vz € Z: p(2) < p(2).
Demonstragio. Sejam y,y’ € Y. Temos que:
f) + 1) = fly+y) <ply+y) =ply—z0 + 20 +y) < p(y — 20) + p(20 +7/)
Dai,
Fy) + Fy') < ply = 20) + plzo +3) = f(y) — p(y — 20) < plwo +y) — f(y) =

sup{f(y) — p(y — x0)} < inf {p(zo +y') - f(¥)}
yey y' ey

Considere a € R tal que

sup{/f(y) — p(y — z0)} < a < inf {p(xo +y') - F(y)}
yey y'e

Seja z € Z. Entao, z = y + Azg. Considere p(y + Azg) = f(y) + Aa.
Como X € R, temos 2 casos a considerar:

1. Caso 1: A > 0. Temos que:

o(z + A\xo)

fly) + Aa

Fy)+Ap (zo+ %) = f(§)
Ap (370 + %)

p(y + Azo)

o(2)

Al

2. Caso 2: A < 0. Temos que:

|
©
N
+
>
8
<

o(2)

Al
~ = =
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Proposicao 79. Sejam X um R- espago vetorial e Y C X um subespago vetorial de X.
Seja p: X — R sublinear. Se f é um funcional em Y tal que

VyeY: f(y) <ply)
Entao existe um funcional linear ¢ em X tal que:
« VyeY oy =f(y)
o Vz e X :p(x)<p(x).
Demonstragao. Consideremos o conjunto A dos pares (Z, ) tais que:
e Z é um subespago vetorial de X que contém Y.
e ¢ é um funcional linear em Z.
e VzeZ:p(z) <p(2).
Observe que A # (), pois (Y, f) € A. Vamos definir uma ordem parcial em A, dada por
(Z,p) < (Z,¢) & ZCZ ey 7= .

A ideia sera utilizar o Lema de Zorn m no conjunto A. Para isso, precisamos verificar que
toda cadeia (i. e., subconjunto totalmente ordenado) possui cota superior.
Seja
C={(Zi,pi)iel}

z=\Jz

el

uma cadeia em (A, <). Considere

Note que Z é um subespaco vetorial de Z, por causa da relagdo de ordem criada. i
Defina
w  Z — R
z — @(z) =pi(z) se z € Z;
Observe que tal funcio ndo depende de Z;. E facil ver que (Z,p) e A

e Z é subespaco vetorial de X, Z D Y;
« oy)=fy),VyeY;

o ¢(2) =wi(z) <p(z),Vz € Z.

Logo, (Z,¢) é uma cota superior de C.
Pelo Lema de Zorn, existe (3,1) um elemento maximal de (A, <). Vamos provar que 3
na verdade é o espago todo, ou seja:

3E importante lmebrar que nem sempre a unido de subespacos vetoriais é um subespaco vetorial! Isto s6
acontece nesse caso por causa da relacdo de ordem.
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Afirmagao 1. 3 = X.

Demonstragio. Se 3 # X, seja xg € X, zo ¢ 3.

Tomando W = 3 & [z¢], segue do lema anterior que existe um ¢’': W — R funcional
linear tal que ¥'(y) = f(y) para todo y € Y e ¢/'(w) < p(w), para todo w € W.

Assim, (W,¢') € Ae (3,¢) < (W,¢’), um absurdo, pois (3,) é maximal. O

O

Demonstragdo do Teorema de Hahn-Banach. Seja X um espago normado real e Y C X
subespago vetorial e f € Y*. Escrevemos p(x) = || f|| - ||z]]. Entao:

< |FW] < 17yl = p(y)

Pela proposicao @ anterior, existe ¢: X — R um funcional linear tal que
« o(y)=fy),VyeY;
« o) <plx) = [flllz], vz € X.

Dai, concluimos que ’gp(:ﬁ)‘ < I fllll=]|, para todo = € X.
Assim, ¢ € X* e |l¢]| < ||f|l. Por outro lado, ||¢|| > ||f]|, pois ¢ é uma extensdo de
3 0

Podemos também estender o Teorema de Hahn-Banach para espagos normados comple-
x0s. Para isso, vamos relembrar algumas relacoes entre espacos lineares reais e complexos.
Seja X um espaco vetorial sobre C. Entao, X é um espago vetorial sobre R, que deno-
taremos por Xg, a partir da restricdo da multiplicagdo por escalar R x X — X. Se p € X*,
entao
u=RepeXp e v=Impe Xy

Além disso,
v(w) = Re(—ip()) = — Re(p(iz)) = —ulia)
Por outro lado, se u € Xg, definimos
o(x) = u(x) + w(x) = u(z) —iuliz)

Assim, ¢ € X*. Além disso, é C-linear, pois

u(iz) — iu(i(iz))
= i(u(z)) +u(iz)
(o (2))

Teorema 19 (Teorema de Hahn-Banach analitico). Sejam X um espago vetorial sobre C,
Y subespaco de X e p: X — R uma seminorma. Seja f um funcional linear em Y tal que

lf(w)| <ply), VyeY

Entao, existe um funcional linear ¢ em X tal que

p(iz)

~.
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« oY) = fy),Vy eY;
e |e(@)| < p(z), Ve € X.

Demonstragio. Consideremos u = Re(f). Entao:

u(y) < u(y)| < [fW)| <ply), VyeY
Aplicando o Teorema de Hahn-Banach, existe ©: Xgr — R um funcional linear tal que
« I(y) = uly),Vy €Y;
o Y(x) <p(x),Vx € X.

Consideremos v: X — R definida por v(zg) = —¢(ix). Temos que
v(y) = —0(iz) = =d(iz) = v(y),y € Y

Definimos

C

p X —
x — plx) =9(z) +iv(x)

Temos que ¢ é C-linear.
© € extensao de f, pois

e(y) =9(y) +iv(y) =uly) +iv(y) = f(y), VyeY
Seja x € X, e escreva ¢(x) = ew‘go(x)}. Logo,
e*ioag(x)
ple ")
— Re(p(e’s))
V(ezG'x)
p(e ")
p(z) pois p é seminorma.

()|

Al

O

Vamos agora procurar dar uma interpretacdo geométrica para o Teorema de Hahn-
Banach, pensando na separacido de convexos.

Definicao 91. Seja X um espacgo normado, e C' C X um subconjunto qualquer. A Fungdo
de Minkowski de C' é dada por

pe(z) =inf{t >0:z € tC}
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Exemplo 58. Seja C' = Bx. Entao:
By (z) =inf{\ > 0: x € ABx}
Se x € ABy, entdo ||z| < A. Assim,
pByx (x) = ||z
Exemplo 59. Seja X =R?, e
C ={(\2)\),\ e N}
Entao, para z = (o, a), temos que
pe (o, a) =1inf{\ > 0: (a,0) € \C} = 0

Proposicao 80. Sejam X um espago normado, C' C X subconjunto convexo tal que 0 é
ponto interior de C. Entao uc é sublinear.

Demonstragao. Vejamos que pco(x) € R,V € X. Como 0 é ponto interior de C, existe r > 0
tal que B(0;7) CC. Sex € X, z #0,

LT oo el
2 ||z r

Logo, po(x) < 0o. pue é sublinear: Sejam o > 0,2 € X :
po(ax) =inf{\ > 0: ax € \C} = Ozinf{g tx € 20} = auc(z)
Sejam xz,y € X e A,y > 0, tais que
reyC e yell

Note queops

~
/

A
ar+y€’yC+/\C:(”/+/\)< —i—)Q(’y—i—)\)C,

THA T+
pela convexidade de C. Logo, uc(z +vy) < po(x) + pe(y), para todos z,y € X. O

Teorema 20. Sejam X espaco normado, C' C X subespago convexo e fechado e z¢ ¢ C.
Entao, existe f € X* tal que

sup{Re(f(z)),z € C} < Re(f(z0))
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Demonstragdo. Vamos dividir a demonstracdo desse teorema no caso real e no caso com-
plexo.

Para o caso real, sendo X um espago normado real, podemos supor sem perda de
generalidade que 0 € C, pois caso contrario, tomando yg € C, basta aplicar g = yg e

C = {yo}-
Seja 6 = d(xg,C) > 0. Considere

)
D—{xeX:d(x,C)§2}
Como 0 € C, entao gBX C D (se ||z < ¢, entdo d(z,C) < % Assim, 0 é ponto interior
de D. Como D é convexo e fechado e xy ¢ D, pela proposigao anterior, up é sublinear. Seja

¢ [w] — R
Arg = Aup(xo)

Observe que ¢(z) < up(z) Yo € [xg], pelo Teorema de Hahn-Banach. Dado x € [z¢], entdo
z = Azxg. Temos dois casos a analisar:

e Caso1: A>0:
p(x) = p(Azo) = Aup(20) = pp(Mro) = pp ()
e Caso2: 2<0:
p(z) = ¢(Azo) = Aup(z0) < 0 < pp(Azo) = pp(2)
Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear ¢ em X tal que
o »(Az0) = AMup(20), VA € R;

« () < pp(x), Vo € X.

Se z € C, entdo z € D, up < 1. Assim, sup{p(z) : x € C} < 1. Por outro lado,

¢(w0) = pp(x0) > 1

Vamos verificar que ¢ € X*.
Como gBX CD,paraxe X,z #0:

® <j:> <uwpp(y) <1 (ye D)

Assim,

lzll, VoeX

SIS

p(2) < Sllall = (o) <
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Para o caso complexo, considere

Y(x) = p(z) —ip(iz).

Entao
Re(¢(z0)) > sup{Re(p(z)) : € C}

Teorema 21. Seja X um espaco normado. Se X™* é separavel, entdo X é separavel.

Demonstragdo. Como X* é separavel, entdo pela proposicao @, Sx+ € separavel. Seja
{fn : n € N} um conjunto denso em Sx-.

Consideremos para cada um dos funcionais certo x, € Bx tal que ‘ fn (ZL‘H)‘ > %

Seja Y = [z, : n € N]. Entao, pela proposigao @, Y é separavel.

Vejamos que Y = X. Suponhamos X # Y, e tome x € X \ Y. Pelo Teorema de Hahn-
Banach, existe f € X* tal que

o f(z)=d(z,Y) >0
° f(y)zov Vy ey,
- Ifll=1.

Logo, para cada n € N,

| f(@n) = flan)| = [(fa = ()] < 1 fa = £l <|fn =1l

Como f(zy) = 0 para todo n € N, pois z,, € Y, temos que

[Faen) = Fa)| = [Falwn) = O] = [Falwn)] < o~ I = 5 < |Falan)] < o~ I

Isto contradiz que {f, : n € N} é denso em Sx+, pois f € Sx+. Concluimos que X =Y,
portanto X é separavel. O
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Capitulo 7

Espacos Duais e Espacos Reflexivos

7.1 Espacos Duais

7.1.1 Dual de um espago de dimensao finita

Proposicao 81. Seja X um espago normado de dimensao finita, e considere {ej,...,e,}
uma base de X. Podemos definir e] € X* por

n
* —_ .
€; E )\jej = )\Z,

Jj=1

Tomando
e; (ej) = ij

Entdo, I' = {ef,1 < i < n} é uma base para X*.

Demonstragdo. Note que I' é um conjunto LI de X*. De fato, considere a seguinte combi-
nacao linear

n
E e =are] + ...+ azer =0
i=1

A igualdade anterior significa que
n
Zaief (x) =0, VzelX
i=1
Em particular, se z = e;, i € {1,...,n}, obtemos
n
Zaief (e;) = (1€l + ...+ aney)(e;) =a; =0, i€ {1,...,n}
i=1
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Portanto, I' é composto de elementos linearmente independentes.

n
Além disso, T' é gerador de X*. Dado ¢ € X*, para x = ) \;e;, temos
i=1

n n n
ple) = | D Nei | =D Nipler) = Y pleef (x)
i=1 i=1 i=1
Assim, I' é base de X*. O
Corolario 11. Se X é um espago normado de dimenséao finita, entdo X e X* sdo isomorfos.
Demonstragio. Se {e; : 1 <1i < n} é base de X, entdo {e] : 1 <i < n} ébase de X*. Como

as duas bases possuem a mesma cardinalidade, entdo dim(X) = dim(X*). Logo, X e X*
sao isomorfos. O

7.1.2 Dual de um espago de dimensao infinita
Espago dual de ¢g

Vamos encontrar o espago dual de ¢y. Comecemos com o seguinte resultado preliminar:

Proposicao 82. Para cada z = (zp)nen € €0 € ¥ = (Yn)nen € £1. Entao,

o0
Z |xnyn| < o0
n=1

Demonstragdo. Para cada k € N,

k k k k
D o lzayal <Y feallyal < D 2l lynl = 2l lunl < lalloollyll;-
n=1 n=1

n—1 — — n=1
. o0
Assim, 21 |Tnyn| < ||| o ll¥ll;- -
e

Vamos definir agora um funcional que esta no espago dual de cg.
Proposigao 83. Para cada y = (yn)nen € ¢1, defina
Py co — K
o0
T = ($n)n€N — (Py(x) = Z TnYn
n=1
Entdo ¢, € co, e [lgy | = lyll;-

104



CAPITULO 7. ESPACOS DUAIS E ESPACOS REFLEXIVOS 7.1. ESPACOS DUAIS

Demonstragio. Veja que, para a = (ap)nen € b = (by)nen € A € K

718

oy(a+Ab) = (an + Abp)yn

3
Il
—

o0
anYn + Z Abnyn

n=1
n=1 n=1
= py(a) + Apy(b).

Il
118

3
Il
—

Logo, ¢y € linear. Além disso, ¢, é continua, pois para z = (2 )neN € co,

o0 o0
}(Py(x)‘ = Zmnyn < Z [Znyn| < 2]l llYll; -
n=1 n=1

Portanto, ¢, € ¢j. Vamos verificar que HSOyH = ||y||;. Da tltima equagdo, ji sabemos que
eyl < llyll;-
Seja z € K. Defina a fun¢do sgn: K — K, dada por
||
=) se z#0
sgn(z) =< 7
gn(z) {O,Se z=0
Observe que, se z # 0, entao
l2[| _ |2]
‘sgn(z)’ =|—|= 2l =1= ‘sgn(z)’ =1
Ademais,
|
z!sgn(z)‘ =z = |z| = z‘sgn(z)’ = |z|

Para cada k € N, consideremos

k
2 = (Sgn(yl)a Sgn(y2)7 cee ,Sgl’l(yk), 07 07 07 .- ) - Z Sgn(yn)en S BC()

n=1
Desse modo, como HgoyH = sup }cpy(a:) , temos que
<o
k k k
HSOyH > ‘@y(zk)‘ = Zznyn = ngn(ywz,)yn = Z |yn‘ Vk e N
n=1 n=1 n=1
(0.)
Logo, [[¢y]| > Zl\ynl = [lyll;- Assim, ||oy | = [lyll;- =
n=
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O resultado acima nos fornece uma familia de exemplos de elementos de cj.

Exemplo 60. Seja o = (a)neny = (2%> N € ¢1. Entao,
ne
Po ¢ cg — K
o0
T = (xn)nEN — SOa(.I') = Z Tnlin
n=1

Tomando = = (zy)neny = (%) € ¢y, temos que
neN

1 /1 1 1 1
() -2 () (F) -Le s
n=1 n=1
Exemplo 61. Seja 8 = (Bn)nen = (#) N € (1. Entao,
ne

g - Co—>K

oo
T = (Tp)aen +— () = X vy
n=1

Tomando = = (n)neny = <m> N € ¢p, temos que
n

n=1 n=1
Vamos verificar agora que, na verdade, todo funcional de cjj ¢ da forma de ¢,.

Proposicao 84. O dual de ¢y ¢ isométrico a /1, ou seja, para cada f € ¢, existe um tnico
Yy = (Yn)nen € 41 tal que f = gy,
Demonstragdo. Considere
T : 6L — ¢
y — T(y) =y

Veja que T é linear, pois para a = (p)neN, 8 = (Bn)nen € 41, A € K, temos
T(a+ AB) = Qatrg = Pa + Apg =T(a) + XT(),

e |[TW)|| = ||ey|| = llyll. Vamos verificar que T' ¢ sobrejetora. Seja f € cfj. Escrevemos
yr = f(ex), k € N. Vejamos que ¥y = (yn)nen € 1.

Para cada N € N, seja
N

ZN = ZSgn(yn)en € B,

n=1
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Assim,
(2n))

N
<nZ:fl sgn(yn)en>

N

= | X sgnynf(en)

n=1

N
= Z Sg0(Yn ) Yn

_ [Yn |
- Z %”L

171l

v

f
= |f

I
M=1

’yn|

n=1

Logo, Z |yl < [If]l, YN € N. Assim, Z |yl < [If]|. Portanto, y = (yn)nen € l1. f = @y,

pois f(ez) py(e;),Vie N, ele;1ie N] é denso em ¢ e f,p sao continuas. Como f, ¢, sao
continuas e coincidem num conjunto denso, segue que f = ¢,. Assim, T é sobrejetora. [

7.1.3 Dual dos espacos ¢,

Proposicao 85. Seja 1 < p < 0o. O dual de £}, é isométrico a ¢4, onde 113 + % =
Demonstragio. Seja a = (an)nen € 4. Defina
Ya L, — K
T = (l'n)nGN — @a(l’) = Z AnTn
=1
Considere a = (an)nen € £q € © = (Tp)nen € {p. Segue da Desigualdade de Holder E que

P

1
« /N
Z |anTy| < Z |an | Z |25 [” < H”’Hg“""HWVN eN

n=1 n=1

o
Logo, > anxy < [laf|,[[z]|,; € ¢q estd bem definida.
n=1

@q € linear, pois dados & = (zp)neN, ¥ = (Yn)neN € {p € A € K,

x+)\y Zan xn+)\yn Zanﬁﬂn“‘)\zanyn—(pa ‘|’)\Q0a( )

n=1

Além disso, ¢ € continua e [@q < lall,.
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N
Consideremos zy = 3 (sgn(a,)|an|? )e,. Entdo:

=

N 1P
lanll, = (z sgn(an)an|’ \)

D=

Por outro lado,
N N
va(zn) = ngn an)|an|? ran = Z |an|?
n=1

Assim,

. ,Zl‘an‘q N 17; N q
leall > |pa | —— || = —= == Jan? =D lanl?

H‘“”/H[} N P n=1 n=1
> lan|?
n=1

Portanto, [l¢a|l = lally, e [l¢all = llall,-
Consideremos a aplicagdo

T by — £

a = (an)nen +— T(a)=q
Notemos que T ¢é linear, e
|IT(@)]| = llall = llall,, Va €t

T' é sobrejetora: tomemos f € (y, e a, = f(en), para todo n € N. Vejamos que a =

N
(an)nen € 4y Seja zy = 3. sgn(an)|an|? "e,. Entdo

n=1

N
Zlanlq— zv) < [ fllllzwl,
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Mas

Obtemos que a = (ap)nen € 4.
Observe que f = ¢, pois ambas sdo continuas e coincidem em [e; : n € NJ, que é um
conjunto denso em /,,. O

Proposicao 86. O dual de ¢; é isométrico a {,, ou seja, para todo f € ¢] existe uma tnica
sequéncia a = (an)nen € loo tal que

[o¢]
f(z) = Z An Ty, VT = (Tp)nen € 41.
n=1

A func@o que associa_f — a é uma isometria entre /] e {. Isso mostra que ndo vale a
reciproca do teorema RI|, pois £, nao é separavel.

7.1.4 Duais de subespacos e de quocientes de Espacgos de Banach
Definigcao 92. Seja X um espago normado. Dado A C X, definimos o anulador de A como:
At ={f € X*|f(a) =0,Ya € A}

Sendo B C X*, definimos o anulador a esquerda por
1B ={z e X|f(z) = 0Vf € B}
Observacgio 19. A e 1B sio subespacos fechados de X* e X, respectivamente.

Proposicao 87. Seja X um espaco normado e A C X. Entéo

H(Ah) =1[4]
Demonstragdo. Exercicio. O

Proposicao 88. Sejam X um espaco normado e Y subespaco fechado de X. Entéo, o dual
de X/Y é isométrico a Y+,

Demonstragao. Seja m: X — X/Y, e considere ¢ satisfazendo o seguinte diagrama:
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Tomemos
T : (X)Y) — Y
¢ — T(p)=pom
Veja que T estd bem definida, pois 7(y) = {0}. Consideremos

S Yt o (X)Y)
Sw) : X)Y — K

o= T — Y(x)

Onde S(¢)(Z) = ¢(x). Vejamos que estd bem definida.
rerer—reY eyl —1)=0c @) =y
Também verifica-se que

L SOT = Id(X/y)* .

Veja que
(SoT)(p) =S5(T(p)) =5S(pom)

Para T € (X/Y), temos que
S(pom)(@) = (pom)(z) = p(r(z)) = ¢(T)
Portanto, (S o T)(p) = .

e ToS=Idy.
(ToS)(W) =T(S(¥)) =5@)om

Para xz € X, temos que

Portanto, (T o S) (1)) = 9.

Assim, S e T sdo bijegdes lineares. Notando que 7(Bx) = Bx/y, temos:

[S@)|

sup [ S(4)(@)]|

TEB)(/Y

= sup [|S(y)(n(x))]

rEBx

= sup (@)
rEBx

= [l
O

Proposicao 89. Sejam X espago normado e Y subespago de X. Entao Y* é isométrico a
Xyt
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Demonstragdo. Consideremos

T : X*)yt — Y*

f— T(f)=Ff<=y
Veja que T estd bem-definida. Seja g € f = g — f € Y. Logo:
g-feYt = (g-Ny) =0 YyeY

= gly)=fly) WeY
= gov=[<y

Também temos que 7" é linear: dados f,g € X*/YL, e a € K, temos que
T(f +ag) = (f + ag) =y= f =y +ag =y=T(f) + oT(g)

A funcdo T é sobrejetora, pois dada @ € Y™, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe
f € X* uma extensao de 1.

Assim, T'(f) = f <>y = 1. Portanto, é sobrejetora.
Vejamos que HT(?)H = H?H Sejam f € X*/YL e g = T(f). Pelo Teorema de Hahn-
Banach, g admite extensao ¢ € X*, tal que ||g|| = ||¢||. Como f —p=0em Y :

T(f)=f<+vy=yg g=p<y=[f=0

Portanto, podemos supor | f|| = |lg||. Se 1 € Y, entdo g e f 4 ¢ coincidem em Y.

lgll = sup{|9(y)| :y € By}
= sup{|(f +¢)(y)| sy € By}
< sup{|(f +¢)(2)|:z € Bx}
= |If+l
Assim, [lg]l < inf{|f +v] v € Y4} = ||7] < gl
Portanto, T(f)” = HTH Assim, T é uma isometria sobrejetora. O

7.2 Operadores Adjuntos

Definicdo 93. Sejam X e Y espagos normados e T € L9(X,Y). O operador adjunto (ou
transposto) T* € LE(Y™*, X*) é definido por

(T (f)(@) = f(T(x)) VfeY VeeX
ou seja, T*(f) = foT.
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Exemplo 62. Seja T: R? — R3 dado por T(x,y) = (z,2x + y, —y). Seja f: R* — R dado
por f(a,b,c) = 2a + 3b+ 5¢. Vamos definir 7*(f). Note que

*(f) = foT
= (I"(MN)(=z,y) = f(T(z,y))
= f(z,22 +y,—y)
= 224312z +y)+5(—y)
= 8z —2y

Assim,
(T*(f)(z,y) =8z —2y

E facil ver que T* é linear e continuo, pois
[T = 1f TN < ITNIfIl, VfeY™

Em particular, ||7%| < |||
Para cada zp € X, se T(x¢) # 0, entdo pelo Teorema de Hahn-Banach, existe f € Y™*
com [|f| =1 e [f(T(x0))| = ||T(w0)]

[T (o)[| = | F(T(o))| = [T*(f)(@o)| < [|T*[lI£llzoll = |T[[l|o]

Portanto, || T(x)|| < ||T*||||#|, para todo € X. Isso implica que || T|| < [|T*||. Conclui-
mos que ||T]| = || 7].

Proposicao 90. Sejam X,Y e Z espagos normados e T,S € LY(X,Y), R € LY, Z) e
a € K. Entao:

(1)
(ii)
(iii)
(iv)

Demonstragao. (i) Dado f € Y™, temos que:

(S+T)*=8*+T%
(aT)* = aT™;
(Idx)* = Idx-;
(RoT)* = T* o R*.

(S+T)(f)=fo(S+T)=foS+ foT =58"(f)+T"(f)=(S"+T")f)
(ii) Dado f € Y*, temos que:
(@T)(f) = fo(al) =a(f o T) = aT"(f)
(iii) Dado f € Y*, temos que:
(Idx)*(f) = foldx = f = Idx-(f)
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(iv) Dado f € Y*, temos que:

(RoT)*(f)=fo(RoT)=(foR)oT=T"(foR)=T"(R*(f)) = (T" o R")(f)
O

Proposi¢ao 91. Sejam X e Y espagos normados e T' € £°(X,Y). Entao:
(i) KerT* = (ImT)* .

(ii) KerT =t (ImT*).
Demonstragio. (i) Seja f € KerT™*. Entao, T*(f) = 0. Assim:

(f)=0 & T*(f)(=)=f(T(x)) =0, VzeX
& fe(ImT)*

(ii) Se z € KerT, entao

reKertT = T(z)=0
= f(T(x))=0, VfeY*
= (T*()(2) = 0
= z et (ImT%)

Assim, KerT C+ (ImT%).

Agora, se x €+ (ImT*), entdao (T*(f))(x) = 0, o que implica f(T(x)) = 0, para todo
f € Y*. Pelo Teorema de Hahn-Banach, T'(x) = 0, e portanto z € KerT. Assim,
L(Im T*) C KerT. Concluimos que KerT =+ (ImT™).

O

Proposicdao 92. Sejam X e Y espagos normados e T € L9(X,Y). Se T é um isomor-
fismo (isometria, respectivamente), entao 7 é um isomorfismo (isometria, respectivamente).
Além disso, temos que
(T*)_l — (T—l>*
Demonstragdo. Suponhamos que 7: X — Y é um isomorfismo. Entdo T*: Y* — X* e
(T~1)*: X* — Y* sdo continuas. Utilizando as propriedades vistas na proposicio @,
Idx =T 'oT = (Tdx)* = (T ' oT)* =T" o (T™")* = Idx-
Idy =ToT ' = Idy- = (ToT V) = (T H*oT*

Assim, T* é uma bijecdo. (T*)~ = (T~1)*, que é continua. Portanto, T* é um isomorfismo.
Se T' é uma isometria, entao
[T = IT] =1

=y =l

Assim, T* é uma isometria. O

=[] =
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Corolario 12. Se X e Y séo espagos normado isomorfos (isométricos, respectivamente),
entdo X* e Y™ sdo isomorfos (isométricos, respectivamente).

Observacao 20. A reciproca nao é verdadeira. Observe que ¢* = {1 e ¢, = {;. Logo, c* e
¢j sao isométricos, mas ¢ e ¢y nao sao.

Em geral, dado Y subespaco denso de um espaco normado X, entdo X* e Y* sdo
isométricos, mas X e Y nédo sdo isomorfos.

7.3 Espacos Biduais e Completamento

Definigao 94. Seja X um espago normado.O bidual de X é o espago (X*)*, que denotare-
mos por X**.

Exemplo 63. Sabemos que ¢j = {1 e {] = {~. Entao:
=) =0" =l = ) =l
Exemplo 64. Sabemos que, dado 1 < p < oo, temos que £, = £, onde % + % = 1. Entao:
=) =l =l =07 =1,
Tal qual feito anteriormente, podemos definir operadores nos biduais.

Definigao 95. Seja z¢p € X. Denotamos por 7(xg) € X**, dada por

(m(z0))(f) = f(z0), Vfe X"
m(xo) é um funcional linear em X*.

Proposigao 93. 7(zg) é um funcional linear continuo, e

|7 (z0)|| = llzoll

Demonstragdo. De fato,

[7(zo)|| = sup [(m(z0))(f)| = sup [f(z0)| = [laol
i i

EBx* E€Bx*
Assim, m(xzg) € X** e ||m(z0)| = ||zol- O

Definig¢ao 96. A funcao
™ @ X — X
T 7T(:L')

¢é uma imersao isométrica de X em X** chamada de imersdo canonica de X em X**.

A partir da imersdo canénica, podemos provar que todo espaco normado possui com-
pletamento.
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Teorema 22. Seja X um espago normado. Entéo (a menos de isometrias) existe um tnico
espaco de Banach Z e uma tnica imersao isométrica T: X — Z tal que T'(X) é denso em
Z.

Ou seja, se W é outro espaco de Banach tal que existe S: X — W imersao isométrica
com S(X) denso em W, entdo Z e W sdo isométricos.

Demonstragdo. Seja w: X — X™ a imersao canénica. Considere

Z=m(X)CX*™
Sendo X™** um espaco de Banach, entdo como Z = m é um subespaco fechado de X™**,
segue que Z é um espaco de Banach.
Além disso, m: X — Z é uma imersao isométrica tal que m(X) é denso em Z.
Vamos agora verificar a unicidade a menos de isometrias. Seja W um espaco de Banach
e St X — W uma imersao isométrica tal que S(X) é denso em W. Entao

R=Sorn hin(X)=W

é uma imersdo isométrica, e Im(R) D S(X) é denso em W. Entéo existe R: 7(X) = Z — W
continua que é extensdo de R. Além disso:

|2 = 1R = 120, vz € =(x)

Como 7(X) é denso em Z e R ¢é continua,

’R(Z)H = ||z||, para todo z € Z. Ainda,

ImRDImR D S(X)

em W, e ImNR é fechado. Logo, Im R = W.
Assim, R é sobrejetora e portanto uma isometria de Z sobre W. 0

7.4 Reflexividade

Definicao 97. Seja X um espaco normado. Dizemos que X é reflexivo se a imersao candnica
m: X — X** é sobrejetora.

Observagao 21. Todo espaco normado X reflexivo é de Banach, pois é isométrico a X**,
que é um espaco de Banach.

Exemplo 65. Todo espaco normado de dimensao finita é reflexivo. De fato, se dim X = n,
entdo dim X* = dim X** = n. Portanto m ¢é sobrejetora.

Exemplo 66. Os espacos £, (1 < p < oo) sdo reflexivos. Sabemos que 5 = ;. Considere-
mos as imersoes canonicas
Ty: by — £
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Ty: Ly —>€;

Seja m: £, — £;* a imersdo canonica. Seja ¥ € £;*, temos que ¢ o T € 7. Entao existe
z = (zn)nen € ¢, tal que

Yo Ty =Ty(x)
Dado f € £, entdo f = Ty(y), onde y = (Yn)nen € Lq-
Assim,

W(f) =9 o Tyly) = (@) (y) = Y wayn = f(2) = (x(2))(f)
n=1

Portanto, 1 = m(x). Logo, 7 é sobrejetora. Concluimos que £, é reflexivo.

Exemplo 67. ¢y ndo é reflexivo. Se X é reflexivo, entdo X ¢é isométrico a X**. Temos que
cy" = loo. Logo, co nao ¢ isométrico ao seu bidual, pois ¢, nao é separavel.

Exemplo 68. /1 nio é reflexivo.
Veja que ¢, é separavel, mas {] = {,, nao € separavel.

Exemplo 69. C|0, 1] tem dual nado separavel. Seja a € [0, 1] e considere

ve @ C[0,1] — R
o= wuf) = fla)

Veja que ||¢q — ppl| = 2, para a # b. Logo, é possivel construir um conjunto nao enumeravel
de bolas disjuntas.

Observagao 22. Existe um espaco de Banach J nao reflexivo que é isométrico a J**. Este
espaco é conhecido como Fspaco de James, e foi apresentado em 1951. Ele é definido como

(Tng — Tnys Tng — Tngs - -+ s Tny — Ty )

J={(zp)n € KN: lim 2, =0e sup ‘ < oo}
n—00 2

ni<..ng
Temos que, considerando 7: J — J** a imersao candnica, 7(.J) é um hiperplano de J**.

Proposicao 94. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Entdo X é separdvel se e somente
se X** é separavel.

Demonstragdo. Se X é reflexivo, entdao X = X**. Sendo X separavel, entao X** é separavel,
0 que implica X* separdvel. O

Proposicao 95. Sejam X e Y espacos normados. Se X é reflexivo e Y é isomorfo a X,
entdo Y é reflexivo.
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Demonstragdo. Seja T: X — Y um isomorfismo. Segue que
T : V" — X*
D G T
sdo isomorfismos. O seguinte diagrama é comutativo:
X — s X

T T**

Y Ty Yo

ou seja, temos que Ty = T**wxT 1.

Como X é reflexivo, entdo mx é sobrejetora. Como T** e T~! sdo isomorfismos, tam-
bém sdo consequentemente sobrejetores. Logo, como a composta de fungoes sobrejetoras é
sobrejetora, segue que my: Y — Y** é sobrejetora. Assim, Y é um espaco reflexivo. O

Proposicao 96. Sejam X um espaco reflexivo e Y um subespaco fechado de X. Entdo Y
é reflexivo.

Demonstragdo. Como Y é subespacgo de X, podemos considerar a imersao canonica

t Y — X
Yy — Yy

A partir dela, podemos conceber o seguinte diagrama comutativo:

X X b

Y Ty Yo

ou seja, mx oL = " y.
Seja y** € Y**. Nossos objetivo é encontrar um y € Y tal que y*™* = 7wy (y).
Como **(y**) € X** e X é reflexivo, entdo existe um x € X tal que

mx(x) = (y™)

Vejamos que = € «(Y). Se z ¢ «(Y), como «(Y) é fechado em X, pelo Teorema de
Hahn-Banach, existe * € X* tal que

o 2¥(z) #0

o ¥ = ,v)=0, isto é, 2*((y)) = 0, para todo y € Y.
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Como z*((y)) = 0, para todo y € Y, entdo t*z*(y) = 0 para todo y € Y. Como t*oz* € Y™,
isso quer dizer que ¢*x* = 0. Assim,

(T ))(@") =y (" ox") =y (0) =0
Por outro lado,
(" (™)) (") = (mx (2))(z") = 2" (z) # 0,
o que é uma contradi¢do. Logo, x € ((Y').

Consideremos y € Y tal que z = ¢(y). Assim,

L**(y**) — WX('I')
= mx(t(y))
= (v (y))

Logo,
CYT) =y () = ) — v (9) = 0= (YT v (y) =0

Para concluir, é suficiente ver que ¢** é injetora, pois isso implicard y** — my(y) = 0,
acarretando o resultado desejado.

Vamos mostrar que Ker(.**) = {0}. Para isso, lembremos que
Ker(:**) = (Im(s*))*

Vamos verificar que Im ¢* = Y™,

Seja f € Y*, queremos mostrar que existe uma § € X* tal que o seguinte diagrama é

comutativo:
L
_—

g (YY) — K
Wy) — f(y)
Entao g é linear e continua. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe g € X* tal que g(t(y)) =
f(y), para todo y € Y.. Logo, t*(g) = f. Portanto, .* é sobrejetora, o que implica Im t* =Y.
Assim:

Y

X
v
K

Consideremos

Ker(:*)

I
—~~
—
=
—
—~
o~
*
SN—
SN—
[
I
—~
~
SN—
[
I
)

Logo, t** ¢é injetora. O

Corolario 13. /., nao é reflexivo.
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Demonstragdo. s contém cgy, que nao é reflexivo. Logo, ¢ nao é reflexivo. O
Lema 4. Seja X espago normado. Sejam

T X —» X

et X5 — X

imersoes canonicas. Entao,
O W*(X*) @W(X)L

Demonstragio. Seja z*** € m (X*) N 7(X)L. Entao, o™ = m,(x*) para algum z* € X*.
Observe que z***(m(x)) = 0 para todo x € X. Assim

0 = o+ (n(z)
S (

I
3
B

Assim, z* = 0. Portanto,

Logo,
. (X*) Nr(X)E = {0)

Precisamos mostrar agora que todo elemento de X*** pode ser escrito como soma de
elementos de m.(X*) e m(X)*. Seja z*** € X***. Consideremos ***7 € X*. De fato, veja
que

Assim, 2% = 1, (2 7) + (2" — T (2" 1)). Vejamos que z*** — 7 % (2***7) € 7(X)*L.

(e (2 m)) (7 (2)) = (7w (@) (¢ 7) = 27 () = 2 (n(x))
Logo,

(27 = (2™ (1))(w(2)) = 2 (w(2)) — 7. (27 (7)) (7(2)) = 2" (w(2)) — 2" (w()) = O

Proposicao 97. Seja X espaco de Banach. Entdo, X é reflexivo se e somente se X* é
reflexivo.
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Demonstragio. (=) Suponhamos X reflexivo. Entao, 7(X) = X**. Do lema H anterior:
X7 = (X7) @ 7(X) = m(X7) & (X = 7 (X") & {0}

Portanto, m,.: X* — X** é sobrejetora e assim X* é reflexivo. (<) Segue que X** é
b

reflexivo, Assim X = X**. Como X é isomorfo a um espaco reflexivo, segue que X é

reflexivo. O
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Capitulo 8

Teorema de Banach-Steinhaus,
Teorema da Aplicacao Aberta e
Teorema do Grafico Fechado

8.1 Teorema de Baire
Definicao 98. Um subconjunto de um espaco topolégico é magro se estd contido numa
reunido enumeravel de subconjuntos fechados de interior vazio.

Exemplo 70. O conjunto dos niimeros racionais Q é magro em R, com a topologia usual.

Temos que
Q = U {Qn}

neN
e cada singleton {g,} claramente tem interior vazio.

Definig¢ao 99. Um espago topoldgico é dito de Baire se todo subconjunto magro tem interior
vazio.

Teorema 23 (Teorema de Baire). Todo espago métrico completo é um espago de Baire.

Demonstragdo. O

Observacgao 23. Se X é um espago normado e Y um subespacgo vetorial proprio, entdao Y
tem interior vazio. De fato, se Y contém uma bola B(yo;7), com r > 0,

Y 2 B(yo;r) — {yo} = B(0;r) =Y 2 X,
o que é um absurdo.

Observagao 24. Se X é um espago de Banach, com X # {0}, segue do Teorema de Baire
que X nao pode ser escrito como uma reuniao enumeravel

U F,, com F, C X fechado com interior vazio.
neN
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8.2 Teorema de Banach Steinhaus: O Principio da Limitacao
Uniforme

Definicdo 100. Sejam X e Y espagos normados e A C L¢(X,Y). Dizemos que A é
pontualmente limitado se, para todo x € X, o conjunto

{T(x): T € A}
é um subconjunto limitado em Y, ou seja:

sup HT(x)H <oo, VeelX
TeA

Observagao 25. Se A C L¢(X,Y) é limitado, entdo é pontualmente limitado. De fato,
seja M tal que

sup |7 < M < o0

TeA

Para cada z € X e T € A, temos que
|T(@)|| <7l < M|
Exemplo 71. Considere a familia de operadores limitados
F = Banana

Teorema 24 (Teorema de Banach-Steinhaus - Principio da Limitagdo Uniforme). Sejam
X um espago de Banach, Y um espago normado e A C £¢(X,Y"). Entao A é limitado se e
somente se A é pontualmente limitado.

Demonstragio. (=) Se A é limitado, considere M tal que

sup [|[T|| < M < o0
TeA

Para cada © € X e T € A, temos que

[T @) < 1Tl < M|

Logo, ||T(x)]| é limitado e A é pontualmente limitado.
(«) Para cada n € N, consideremos

R, ={z € X :||T(2)| < nl=|,vT € A}

Pela continuidade de cada T € A, R, é fechado em X.

Como A é pontualmente limitado, X = |J Ry.
neN
Assim, pelo Teorema de Baire E, existe um ng € N tal que R,,, tem interior nao-vazio.

Logo, existe uma bola contida em R,,,.
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Seja g € X e r > 0 tais que B(zg;7) C Ry,. Seja T € A e x € Bx. Entao, z¢ + rz €
B(zo;7) € Ry,. Entao

| T (w0 + rz)|| < nollzo + ra|.

Assim,

=

@) = |r(i0o)|

1T (rz)

T(
T(rz)
T(xo+re — l’o)H
T(xo+rx) — T(mo)H
(1720 -+ ra) | + [T
(/1..H.m + ol 4+ nOH:l:oH)
(2nol|zol| +7)

N N R R N

VAVARVANI

Como 2ng||zg|| + r independe de T e de z, temos que

sup [|T']| < 2no|[Xol + 7
TeA

Portanto, a familia A é limitado. O

Observacgao 26. O resultado ndo vale quando X nao é um espago de Banach. Como
exemplo, considere (cop, ||+||lo,). Seja

T, coo — Coo
r = (xp)ken > Tn(z) = (21,229,3x3,...,n1,,0,0,0,...)
Observe que T,, € L(coo,c00) € ||Tn|l = n. A familia {7}, },en é pontualmente limitada.

Dado = de suporte finito, existe um n tal que o sup do vetor esta contido.

Corolario 14. Sejam X espago de Banach e A’ C X* = £¢(X, K) tal que para todo z € X,

Fla)] < oc

sup
feA

Entao A’ é limitado.
Corolario 15. Sejam E espaco normado e F' C E tal que Vf € E*

sup }f(x)‘ < 00
zeF

Entao F é limitado.
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Demonstragdo. Consideremos 7: F' — E** a imersao candnica. Entao

sup | f(z)| < 00 = sup |(7(2))(f)| < o0, VfeE™.
Tl zel

Seja
A" = {r(z)|x € F}.

Assim, A’ é pontualmente limitada. Pelo coroldrio anterior @, A’ é limitada.
Como HT['(.T)H = ||z||, para todo = € E, entdo F ¢ limitado. O

Corolario 16 (Teorema de Banach-Steinhaus). Seja X um espago de Banach e ¥ um
espaco normado. Seja (T},) uma sequéncia de operadores em L£¢(X,Y’). Suponhamos que
(T},) converge pontualmente a uma fungao 7': X — Y. Entao T ¢ linear e continua, e

[IT°[| < Tim inf [[75,]]
n—oo

Demonstragio. Temos que T'(z) = li_>m T,(z) e cada T, é linear. Seja
n oo

A={T, :neN}

Do fato de que (7),(x))nen é convergente para cada z € X, segue que A é pontualmente
limitado. Pelo Principio da Limitagdo Uniforme, existe um M > 0 tal que

sup ||T,| < M.
neN

Assim, para cada x € X,

HT(:U)H = lim HTn(x)H = lim HTn(x)H < M|z

n—o0 n—o0

Portanto T' é continua. Logo, T € L¢(X,Y).
Seja (|| T, || ken uma subsequéncia convergente de (|| 7, [|)nen-
Sabemos que o liminf é o menor dos limites das subsequéncias. Entao:

7@ = fim [T, @] < (i [17.c])

k—o0

Portanto, ||T'|| < liminf ||75,]|.
n—oo
O

Podemos também demonstrar de forma alternativa o Teorema de Banach-Steinhaus,
sem utilizar o Teorema de Baire.
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Lema 5. Seja T um operador linear limitado de um espago normado X a um espaco
normado Y. Entdo para todo x € X e r > 0, temos:

sup ||T (x’)

z'e€B(x,r)

=7

em que B(z,r) ={2' € X : |2/ — z|| < r}.

Demonstragdo. Para £ € X temos

max {7 + &), |7 - OlI} 2 5 (1T +&)| + [T - ) = |7

em que a segunda > usa a desigualdade triangular na forma |ja — S| < ||| + ||8]]. Agora,
tome o supremo sobre £ € B(0,r). O

Teorema 25 (Teorema de Banach-Steinhaus). Seja F uma familia de operadores limitados
de um espago de Banach X a um espago normado Y. Se F é pontualmente limitado (i.e.,
sup ||T'(z)|| < oo para todo € X), entdo F é uniformemente limitado (i.e., sup ||T]| < cc).
TeF TeF

Demonstragio. Suponha que sup ||T'|| = oo, e escolha (T},)0%; em F tal que ||T,] > 4™.
TeF
Entéao seja g = 0, e para n > 1 use o lema para escolher indutivamente um x,, € X tal que

|@n — &n_1]| < 3™ e ||Tu(zn)|| = %S”HTHH A sequéncia (x,) é Cauchy, logo convergente a

n
algum z € X; e é facil ver que ||z — x| < 13" e al | Ty (z)|| = £3"(|T0]| > & (%) —o00. O

8.3 Teorema da Aplicacao Aberta

Vamos demonstrar um importante teorema sobre operadores continuos entre espacos de
Banach, o chamado Teorema da Aplicagdo Aberta. Como bem sabemos, fungdes continuas
entre espagos topoldgicos tém (por definicdo) a propriedade que as imagens inversas de
conjuntos abertos sdo também abertos. O que o Teorema da Aplicagdo Aberta nos diz é
que, para operadores lineares continuos e sobrejetores agindo entre espacos de Banach, vale
também a reciproca: as imagens de abertos sdo também abertos.

Proposicao 98. Sejam X e Y espacos normados e T: X — Y linear e aberta, entdo T é
sobrejetora.

Demonstragdo. Veja que
T(X) 2 B(yo;r) = T(X) 2 B(yo;7) — {vo} = B(0;7) = T(X) =Y.
O
Lema 6. Sejam X espago de Banach, Y um espago normado, r > 0e T € L(X,Y). Entao

By (0;7) CT(Bx(0;1)) & By (0;7) CT(Bx(0;1))
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Demonstragio. (=) Tomando %T ao invés de T, podemos considerar a bola unitdria sem
perda de generalidade. Suponhamos que

By (0;1) C T(Bx(0;1))

Vamos construir uma sequéncia de vetores por indugao.
Seja zg € By (0;1) e p € (0,1) tal que 29 € By (0,1).
Por hipétese, By (0; p) € T(Bx(0;p)). Dado € > 0 (¢ < 1). Podemos escrever

2o = T'(x0) + wo

xg € B)X(0;p) e ||wo|| < e. Como wy € By (0;¢) e By (0;¢) C T(Bx(0;¢)).
Pelo mesmo argumento, podemos escrever

wo =T(x1) + wi,

onde 71 € B(0;¢) e |jwi|| < 2. Assim, w; € By (0;¢%). Como By (0;e2?) C T(Bx(0;£2)).
Entdo podemos escrever
w1 = T(x2) + wa,

onde z2 € B(0;e%)e |Jwa|| < 3. Por indugio, podemos encontrar
Wn = T(xn—i-l) + Wnt1,

onde x,11 € B(0;e"™) e ||wpy1]] < el
Entao
20 =

= T(xo)+T(x1)+ ...+ T(xn) + wn
onde |z;]| < €' e |lwn|| < "L Desse modo,

20=T(xo+x1+...2n) +wn

o
Logo lim w, = 0e ) x; é absolutamente convergente. Como X ¢é de Banach, seja = =
n—oo

n=0
)
> xp.
n=0

Tomando o limite para n ao infinito, temos:

n
lim T sz tw =T(z) = 2z =T(x)
i=0

n—oo
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Além disso,

0
Izl <> llwnll =
n=0

vo+x1 +x0+234+ ... =

/)+5+52+53+...:

[e.9]
I

n=1
g

<1
1—c¢

p+

Vamos agora enunciar o teorema da aplicagdo aberta:

Teorema 26 (Teorema da Aplicacdo Aberta). Sejam X e Y espagos de Banach e seja
T: X — Y um operador linear limitado sobrejetivo. Entdo T' é uma aplicagao aberta.

Vamos demonstra-lo como parte da proposicao abaixo:
Proposicao 99. Sejam X e Y espagos de Banach e T' € L¢(X,Y). Entao sao equivalentes:
(i) T é sobrejetora;
(ii) T é aberta;
(iii) 3r > 0 tal que By (0;7) C T'(Bx(0;1));
(iv) 3r > 0 tal que By (0;7) C T(Bx(0;1)).

Demonstragao. (iv) = (iii): Segue diretamente do lema B

(iii) = (ii): Valida para X e Y normados. Seja U C X aberto e seja y € T(U). Vamos
mostrar que 7" leva bola aberta em bola aberta. Sejay = T(U), e 6 > 0 tal que B(z;9) C U.
Temos que

By (y; or) By (T (); ér)
{T(x)} + 6By (0;r
{T'(x)} + 6T(B(0;
{T(x)} + T(B(0;
= T(B(x,9))

Portanto, T(U) 2D B(y, r). Assim, T'(U) é aberto. Logo, T é aberta.

(ii) = (i): Segue diretamente da proposicao

(i) = (iv): Seja G = T(B(0;1)). Entao para todo n € N, nG = T(B(0;n)). Como T é
sobrejetora,

N

)
1))
9))
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Y:UnG:UE

neN neN
Coomo Y é um espago de Banach, entao pelo Teorema de Baire, existe um ng € N tal
que noG # 0 = G # 0.
Seja r > 0 e yo € Y tal que By (y;7) C G. Observemos que se g € G, entdo —g € G. O
mesmo acontece com G. Entdo, B(—yo;7) C G.
Como G é convexo, entdo G também é convexo. Assim:

B(0;7) (B(—yo;7) + B(yo; 7))
E+é>

(pela convexidade de G)

N 1N 1N
Q‘ DOl= DOl
VS

Portanto, B(0;7) C T(B(0;1)). O
Exemplo 72. Para = (zp)nen € 2(N), defina:

T EQ(N) — EQ(N)
r — T(z) = (Tpt1)nen

Sejam = = (Zp)neN, Y = (Yn)nen, A € K. Vejamos que T' é linear.

T(x + Ay) = (xn-‘,-l + Ayn—l—l)nEN = (xn—i—l)neN + A(yn—l-l)nEN = T(x> + )\T(y)

E também temos:

2

o0 % o0
IT@)|,= > i ] < ([D22] =l
n=0 n=0

pois apenas estamos acrescentando o termo x3 na soma. Assim T ¢ limitado e |T| < 1.
Para ver que a igualdade ocorre basta considerar z = (0,1,0,...) € ¢3(N). Claramente
temos ||z||, =1,T(x) = (1,0,0,...) e por fim ||T||, = 1. Assim ||T|| = 1.

Além disso, T' é sobrejetora. De fato, dado x = (z)neny € ¢2(N), para £ € N temos que
T, x0,x1,x2,...) = T.

Assim, como T é uma aplicacdo linear limitada e sobrejetora, o Teorema da Aplicacdo
Aberta garante que T' é aberta.

Teorema 27. Sejam X e Y espagos de Banach e T: X — Y linear. Entdo T é bijetora e
continua.

Demonstragio. (=) Obvio. (<) Seja T € £L5(X,Y). Entdo, o Teorema da Aplicacio Aberta
garante que T' é aberta. Assim, 771 O
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8.4 Teorema do Grafico Fechado

O Teorema do Grafico Fechado é um dos resultados fundamentais da andlise funcional. Ele
estabelece uma relagdo entre a continuidade de um operador linear e o fato de seu gréfico
ser fechado.

Definicao 101. Sejam X e Y espacos normados, e f: X — Y. Dizemos que o grdfico de f
é o conjunto

G(f)=A{(z,y) e X xY :y = f(z)}
Observe que, se f é continua, entdo G(f) é fechado na topologia produto. Além disso,

temos que

g : XY — R
(z.y) — |ly—f(@)]
Veja que g é continua. Podemos escrever entao

G(f) =g~ '({0})

Teorema 28 (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam X e Y espagos de Banache T: X — Y
linear. Se o grafico de T' é fechado, entdao T' é continua.

Demonstrag¢ido. Usemos em X @Y a norma

I 9) [ = llzl + Ny

Sejam
(z,y) — =
py : XaY — Y
(z,y) — y

px € py sdo lineares e continuas.
Seja G = G(T). G é um subconjunto fechado em X @Y por hipdtese. Consideremos

vV g — X
(x,T(x)) — =

Veja que V = px [g . V é bijetora e continua. G é um espago de Banach, pois é subconjunto
fechado de X @Y, que é de Banach pois X e Y sao espagos de Banach por hipotese.

Segue como consequéncia do Teorema da Aplicacdo Aberta que V! é continua. Note
que temos o seguinte diagramas:
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Logo, T = py o V1. Assim, T é continua, pois é composta de duas funcdes continuas.
O

Vamos ver agora algumas aplicacoes.

8.4.1 Séries de Fourier

Seja X o espaco normado das fungoes continuas f: R — R de periodo 27, ou seja, com

F(t+2m) = f(t),Vt € R

com
Ifll = sup [f(t)]
te(0,27]
Consideremos
T : X — C([0,27])
fo— T(f)=flpz2nx
T ¢ uma imersao isométrica, pois claramente | T(f)|| . = [[f]. Temos também que

Im(T) = {g € C([0, 27]) : g(0) = g(2m)}

¢ um hiperplano fechado de C([0, 27]). Seja ¢ € C([0, 27])* definida por ¢(f) = f(27)— f(0).
Logo, T(X) = Kergp. Como T é uma imersao isométrica (pois X e T(X) sdo isométricos)
entao X ¢é de Banach.

Defini¢ao 102. Uma Série de Fourier de uma funcao periédica f: [—L, L] — R de classe
C! é uma série infinita da forma

o0 o0
SF(f)(t) =co+ » _ancos(nt) + Y _ bysen(nt)
n=1 n=1
Cada um dos valores cg, ay, b, podem ser univocamente determinados, como mostra a

Proposicao 100. Os valores cq, ay, b, sdo conhecidos como coeficientes de Fourier, e sao
dados por

1
=57 / f(x)dz
.y
e, para todon € N
1 r 1 7
an = 7 / f(x)cos(nz)dz e b, = 7 / f(x)sen(nz) dzx
-L —L
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L
Demonstragdo. E facil ver que cg = ﬁ [ f(z)dz. Para encontrar os valores da sequéncia

(an)n>0, vamos utilizar que, para j, k € N :E
L L
/ cos(jx) cos(kz) de = /cos(jx) cos(kx)dx = L
-L -L

L
/ sen(jz) cos(kx)dx =0
-L

onde J; representa o Delta de Kronecker.
Observe que

L L

/ f(z)cos(kx)dx = / co + Z an cos(nx) + Z bpsen(nz) | cos(kz)dz =

gy g n=1 n=1

€o

n=1 n=1

L - L
cos(kx) dz + Z ap, cos(n) / cos(kx)dx + Z bpsen(nx) / cos(kx)dx =
L —L

/L
L - L L

co/cos (kx) d:c—i—Zan/cos nx) cos(kx) dm—i—Zb /sen(na:) cos(kx) dx =
-L = -

n=1 n=1
—Lag =0
L L
/f(a:) cos(kx)dx = Lay = |a, = % / f(z) cos(kx) dx
“L —L
Analogamente, segue o resultado para b,,. O

Como exemplo motivador, vamos estudar a Série de Fourier de um sinal periédico digital,
que é descrita pela funcao

f(t) — 1 + ; Z Sen((;;li 1)w0t) (81)
n=0

!Estas relagoes séo chamadas de relagdes de ortogonalidade, por sua ligagdo com o produto interno definido

no intervalo [a, b] por (f, g) ff
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onde wy = 27 fy, para fo = 100 - 8 = 800 Hz, ou seja, wy = 16007 rad/s.
Esta fungao é um caso particular da conhecida Square Wave Series M (x), dada por

3 5 7
MU (2) = sen(z) + sen(3x) N sen(5x) N sen(7x)
8.4.2 Analise grafica
Vamos agora estudar o grafico de f(t) para observar como esta se comporta.

Primeiramente, pode-se notar que

" 5en(1600(2n + 1))
2n+1

0 que torna interessante observar os graficos dos primeiros termos da sequéncia de
k
fungdes (fi)r>0, onde fi(t) = 5 + 2 (Z Serl(lﬁoo(W) Abaixo, temos os graficos de

=5 2n+1
fo(t), 11(2), f2(t) e fa(t) :
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o8

0.6

0.4

o2

-0.0035 -0.003 -0.0025 -0.002 -0.0015 -0.001 -0.0005 o 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.002 0.0035

-0:2

Figura 8.1: Grafico de fo(t) = & + 2 (sen(16007t))
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A/v\ff/\f\ Aal o al A
R ATL T e A

0005 \/ U.T} 0.0015 DW VDD25 0.003 UU.UW

Figura 8.2: Grafico de fi(t) = & + 2 (sen(16007rt) + W)

i

i

AN

AN

b

| A

AN AN AN AN

_vuv \} o025

0.002 U )e}lnv -0.001

vg-_\j v n.uuusU ‘v@bn\} 0.0015 vZV \7.0025 0.003 U vnav

Figura 8.3: Grafico de fo(t) = %

+ % (sen(16007rt) + sen(3*§6007rt) + sen(5*é6007rt)>
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R R [ RS (0 R 0 R (1

08

m

06

04

02

Aanfl Aaad Annfl Aanl Aanf Aand
-0.0035 oga W \J ploozs ooz | | \/-Voajs -0.001 asV o.ooos || |/ Wlobd 0.0015 UDUUU 025 0.003 UMJ&}SU

02

4
Figura 8.4: Grafico de fy(t) = 1 + 2 (Z Serl(l@%%W)

n=0

Continuando a plotar os graficos, veremos que estes tendem a formar padroes constantes,
alternando posi¢des em que a fungao vale 0 ou 1.
De fato, temos que klim frx(t) = f(t), onde
—00

17 tE (] 2lj? (2£+1)ﬂ-
fy= ) b oste U JEm ]

0, caso contrario.

(8.2)

Em suma, a funcao @ é uma funcao alternante, que vale 1 numa unido infinita de intervalos:

] A 371 ] or 7T:| ] 7T:| :|27T 37r]
ul—— - fu-E -2 ulo, 2 ullE G
wo wo wo wo wo wo Wwo

e 0 nos demais pontos. No nosso caso, a funcao @ vale 1 na unido infinita de intervalos:

U PR U RS R S U R U N S Y
400" 1600 800" 1600] ~ | ' 1600] ~ ]800’ 1600 ~

Dessa forma, temos na verdade que

oo
£(t) = 1+2 isen((?n—kl)wot) )1, sete U ]%7%]
20w 20+ 1 - t=—o00? "
n=0 0, caso contrario.

A figura @ mostra o grafico do sinal digital original que é representado pela equagao @:
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(k-]

06

04

02

-0.0035 -0.003 -0.0025 -0.002 -0.0015 -0.001 -0.0005 o 0.0005 0.001 0.0015 0.002 00025 0.003 0.0035

-0z

Figura 8.5: Grafico de f(t) =1+ 2 (Z W)

Alguns exemplos cldssicos de séries de Fourier sao a triangle wave A(x), a sawtooth
wave N(x) e a ja citada square wave MJ (z) :

cos(3z cos(dx cos(7x cos(9z
A(z) = cos(z) + 3(2 ) 5(2 ) 7(2 ) 9(2 )
N(z) = sen(x) + senéQm) seni())?)ac) senf:l:z:) senéS:c)
U (2) = sen(z) + sené3x) sené5:1:) Sen§7x) sené9x)

Vamos retornar a nossa série @ e verificar que ela é de fato a série de Fourier de @:

].7 tE () %j? (26+1)ﬂ-
fy=) b owte U JEn g

0, caso contrario.

(8.3)

Como visto, esta funcdo admite uma série de FourierE da forma

o oo
co + Z ap, cos(nwot) + E bpsen(nwot)

n=1 n=1

2N#o entraremos em questdes sobre condigbes para existéncia da série de Fourier de uma dada funcéo
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Pelo que sabemos de @, temos que:

(1—wo)7 (2—wg)m
1 1| 7 T’ [
coz/f(x)dx: / ldx + / ldx+...+ / ldx | =
2 27
—TT —T (1—wg)m (wo—1)m
wo \?gzes
w 1 —wo)m 2 —wo)m 1—wo)m wo— )
(<< ) +7T>+<< or  (1—wp) >+m+<ﬁ_< 0 1) >>:
21 wo wo wo wo
wo T 1 N 1
—_ e = = cn = —
o wy 2 |0 2
b bk k
Usando que [ cos(kx)dx = w, temos a, =
a
(1—wo)7 (2—wg)m
1 wo wo e
— / 1 - cos(nwozx) dx + / 1-cos(nwoz)dx + ...+ / 1-cos(nwoz)dx | =
T
—T (1—wg)m (wo—1)m
wo wo
wo Vezes
wo [ sen <%nwo) —sen (—mnwp)  sen (%nwo) — sen (%nwo
— + + ...
T nwo nwo

- ==

nwo ™

(wo—1)m
sen (mnwy) — sen (7% nw wo [ sen 0)7) + sen (Tnwo) N
nwo

sen (T 2—wo)7) — sen (n(d—wo)7) sen (mnwo) — sen (Tfwe="1)7)
AP (o) >—

nwo nwo

wo <sen(7mw0) +Sen(””w0)> = % (isen(ﬂnwo)) =

ap, = — | —sen(mnwyp)
s n T \n
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b
Analogamente ao feito acima, usando que [ cos(kz)dz = %kcos(ak), temos b, =

a

(A—wg)= 2—wp)~
1 w( wQ ™
— / 1-sen(nwoz)dz + / 1-sen(nwoz)dz + ...+ / 1-sen(nwoz)dz | =
™
-7 (1—wqg)m (wg—1)m
wQ wo
wo vezes
(1—wp)m . . (2—wp)m . (1—wp)m
wo [ €08 (7w nwo cos (—mnwp)  cos S, Wo cos (- nwo
= + +..
™ nwo nwo
(wo—1)7
+COS (mnwo) — cos ( =5=nwo wo [ cos 0)m) — cos (—mnwo)
nwo N ™ nwo
cos (mt2—wo)m) — cos (nd—wy)T) cos (mnwg) — cos (Ifwe="T]7)
+ ...+ =
nwo nwo

wo [ cos(mnwp) — cos(mnwp)
- =0=1b,=0
= < nwo

Utilizando os coeficientes de Fourier encontrados, temos que

o oo
co + Z a,, cos(nwot) + Z bpsen(nwot) =

n=1 n=1

o0

2 [e.9]
Z - <son T I'1[JJ(J>) cos(nwot) + Z 0 - sen(nwot) =

" n=1

l\DM—l
3

2 o= 1
—Z— sen(mnwy) cos(nwot)) =
T

o0

2 1 1 2 S sen((2k + 1wot)
- _ 2 t I
—|—7rn§:12nsen( mnwot) = 2+7Tk§—:0 2k +1 ’

1
2
que é exatamente a série @

Existem fungbes continuas tais que sua série de Fourier diverge em O.
Para cada n € N, seja ¢, € X*,

on(f) = SEL(f) +Zam—
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71T7f(t) (; + mzn:lcos(mt)) dt = ;ﬁ/ﬂf(t) - <S(:1 2—5? W)

0

Veja que

) 7 sen((nJr;) 71') .

[nlF)] < 1o

Vamos denominar

Temos que ¢, é continua, e

2
1
lioul < 5 [ 1Ko at
0

2m
Vejamos que [|¢n|| = 5= [ ‘Kn(t)‘ dt.
0
Seja
1, se Ky(t)>0
g(t) ={ S
—1, caso contrario.

Veja que g ndo é continua, mas para todo € > 0, existe uma f tal que

21
1

or | [ (O ~ DKt ] < =

Logo,

2m 27
1
—| [ FOK(t)dt — [ |Kn(t)|dt] =
271'0/ 0/
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27 27
1 1
— [ K, (t)dt — — " -
5 / f()K,(t)dt 27T/\K ()] dt

0 0

1
oD = 5 [ IKa)]dt] <
0
Como ||f|| =1 e € > 0 arbitrario, segue

2w
1
lioul = 55 [ 1Ko dt
0

Vejamos que (¢p)nen ndo é limitado.

, 7sen<(n—|— )7r> .

1
2
llnll :g sen(%)

0
Usando que ’sen (%)’ < %, para t € [0,27], e chamando u = (n + %) t, temos que

dt

ww>%g

E tomando o limite, temos
li li 2 H, = li =
lim llonll > lim —H, =00 = lim llpnl|| = 00

Como X é de Banach, segue do Principio da Limitagdo Uniforme que {p, : n € N} nao
é pontualmente limitada.

Portanto, existe f € X tal que (¢n)nen ndo é limitado, o que implica que SF(f) é
divergnete em 0.
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Teorema 29 (Banach-Mazur). Seja X um espago de Banach separdvel. Entdao existe um
subespaco fechado Mx de ¢; tal que

X =0 /My

Demonstragdo. B suficiente mostrar que 3T € L£¢(¢1, X) sobrejetora, pois nesse caso, X =2
El/KerT.
Seja {zp,n € N} um subconjunto denso em Bx. Dado (ay)nen € 41, temos que

0
E AnTn
n=1

é absolutamente convergente em X. Sendo X de Banach, entao é convergente. Consideremos
T fl — X

oo
a=(ap)pen +—— T(a)= > anzp
n=1

Claramente T ¢é linear, e

oo oo o
HT(Q)H = Zarﬂn < Z |an||2n]l < Z |an| = |all;,
n=1 n=1 n=1

o que mostra que T é continua. Para ver que T' é sobrejetora, mostremos que Bx € T'(¢1).
Usaremos o seguinte lema, que estabelece uma espécie de "representacao binaria’para os
elementos de Bx:

Lema 7. Para cada = € By, existe uma sequéncia (7, )jen tal que

T = E 217jxnj

j>1

Demonstragdo. Seja x € Bx. Tome ny € N tal que
1
o= ] < &

Seja no € N, no > ny, tal que

1 _ 1
HQ(J — Ly, — xn2)H < 3 = H.CL‘—ZI,‘,“ -2 1:1;,,,2 < 1
Seja ng > ng tal que
—1 1 -1 -2 1
H4<l — Ty, — 27 Ty — Tny) ‘ < 3 = Hac—:z':,,,l — 2wy, — 2 Ta,|| < 3
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Indutivamente, obtemos ng > ng_1 tal que

k—=1(,. _ .. _o-1,. _  _ 92—k, _ 1
HZ (T =y =27 Ty — ... =27y, — )| < 3
o—1,. —2,. ol—k,, 1
= Hm—.z/,],l — 27wy, — 27y, — .. = 27 Ry, <
. . A . _ 17 y
Tomando o limite, obtemos uma sequéncia (xn;) e tal que z = ; 2 . O]
i>

Se z € Bx, * = T(a), onde a,, = 2177 ¢ a;, = 0 para todo k # n;. Logo, T é
sobrejetora. O

Teorema 30. Sejam X espaco de Banach e Y, Z subespacos fechados de X tais que YNZ =
{0}. Entao sao equivalentes as seguintes afirmagoes:

(i) Y + Z é fechado;

(ii) A aplicacdo canonica
T Yo Z—->Y + 27

é um isomorfismo;
(iii) inf{||ly — 2| : y € Sy,z € S.} > 0;

(iv) As projegoes

P Y+Z — Y
ytz — y
e
P;  Y+Z7Z — Z
Yy+z — z

sao continuas.
Demonstragao. (i) = (ii) : Seja

T : Y®&Z — Y+Z
(y,2) — y+=z

Veja que T é bijetora e continua. Além disso,
1T Cy. 2)|| = lly + 21| < llyll + lIz] = [|(y, )],

Por hipétese, Y + Z é fechado, e portanto de Banach. Y & Z é de Banach. Entao, como
consequéncia do Teorema da Aplicacdo Aberta R6, temos que 1" é isomorfismo.
(ii) = (iii) : Como T ¢é isomorfismo, existe ¢ > 0 tal que

ol|(y, 2)]], < |7y, 2)|[vy € Y, V2 € Z
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Sejam y € Sy e z € Sz. Entao

ly — =
(Ily—ZH

([ly[l + [
= 2c

vl

IT@ - 2)|
1)
D

Portanto,
inf |ly — z|| > 2¢ > 0.

(iii) = (iv) : Seja
c=inf{l||ly —z|:y € Sy,z€ 5.} >0.
Suponha [|y|| =1, e z € Z. Temos dois casos a analisar:
e Caso 1: [[z]| <1—Foulz]| >1+5.

Entao:

ly + 2l > [llyll = =l = [1 = ll=]l] > |1 =

Logo,
2
lyll = | (y + 2)|| < Zlly + =]

« Caso 2: 1 -5 < |z[| <1+ § Entao:

-l -
E|

z
1]l

= ot [ = e 2t = 2l = e~ 1at1 - 1) -

c—|1— |l

VA y4
|w+zn=Hy+-+szHy+
EE

S c c c” H
C—— = — = —
=C¢T T ol

Portanto,

2
lyll = | (y + 2)|| < Zlly + ]
Concluimos entao que
2 2
Iyl < Zlly + z[Vliyll = 1,¥2 € Z = iyl < —lly + 2[Vy € Y,Vz € Z

Portanto,

2
1Py (y+2)]| < Zlly+ .

Logo, Py é continua. Analogamente, prova-se que Px é continua.
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(iv) = (i) : Seja (yn+2,) € (Y +2)N, convergente a 2 € X. Mostraremos que z € Y +Z.
Observe que (ypn)nen € uma sequéncia de Cauchy em Y, pois

Hyn_ymH = PY(yn+zn)_PY(ym+Zm)H
PY(([//I /1) - (y.'/m + 1/1/,))“
P,

S yH H ,(/// :/7:) o (.[//1/ T :m‘)

=0

pois X é de Banach. Portanto, lim yn =y € Y. Analogamente, vemos que (2 )nen é uma
sequéncia de Cauchy em Z, e hm zn =z€Z.
Pela continuidade de Py e de Py

Yn =Py (Yyn + 2n) —— Py(z) =y €Y (pois Y é fechado.)
n—oo

2n = Pz (yn + 2n) — Pyz(x) =z € Z (pois Z é fechado.)

Logo,
lim (yp, + 2n) = Pyv(2) + Pz(z) =y+2€Y + Z.
n—oo

Y + Z é fechado. O

Quando as condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) do teorema @ sao satisfeitas, dizemos que Y & Z
é soma direta topoldgica.
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Capitulo 9

Espacos de Hilbert

9.1 Produto interno

Definicao 103. Seja X um K-espago vetorial, onde K = R ou C. Um produto interno ()
em X é uma aplicacdo (,): X x X — K, tal que, para todos z,y,z € X,a € K :

1. (x4 ay,z) = (x,2) + aly, 2)

2. {z,y) = (y,z)
3. (z,z) >0e(z,2) =0 2=0

Observagao 27. Para K = R, as duas primeiras condi¢des implicam que (,) é bilinear.
No caso K = C, (,) é chamada sesquilinear (linear na primeira coordenada e sesquilinear
na segunda, ou seja

(z, \y) = Mz, )

Exemplo 73. Se X = R", entdo um produto interno entre u = (uj,ug,...,u,) € v =
(v1,v2,...,v,) em R™ é dado por

(u,v) = Z UiV;
i=1
Exemplo 74. Seja X = M3(R). Entao, dadas A, B € M3(R), temos que
(A, B) = tr(ABT)

é um produto interno em My (R).

Exemplo 75. Seja X = Ry[z]. Dados p(z) = ag + a1z + azx? e q(z) = by + bz + box?,
entao
(p,q) = aobo + a1bi + azbs

é um produto interno em My (R).
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Exemplo 76. Seja C([a, b]) o espaco vetorial das fungoes continuas definidas em [a, b]. Entao

b

(f.9) = / f(@)g(x) da

a

é um produto interno.

Proposigao 101 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja X um espago vetorial com pro-

duto interno. Entao

[z, 9)| < VA, 2)/(y,y) Vo,yeX

Demonstragéo. Se y = 0, a desigualdade é clara. Seja y # 0. Entao

<:E,y> <xay> -

OS<$_<%w%x_<%wy>_

T,z _{zy @) oz — ](:1:,y>|2
) (y,y) = (@) )

R [z, y)|*
(v, y) =0= (y,y) —

[, o) |* < (&, 2)(y,y) = (2 9)] < Vi 2)V y, y)

Corolario 17. Seja X um espaco vetorial com produto interno. Entao

[z]| = v/ (z, x)
é uma norma em X, e (,) é continua.
Demonstracio. Temos que
lz+yl> = (+y,z+y)
= (z,z) + (y,y) + 2Re({(z,))
< (z,z)+y w+ﬂxw|
S<%@+@@+%MWH
= (=]l +lvl)

Vamos mostrar agora a continuidade:

(2, y) — (o, yo)| = [(z,y)— (0, y) + (x0,y) — (0, y0)| < [{z,y) — (x0, y)|+|(z0, ¥

}<,l’ — X0, >

(x0,y —yo)| < [l — olllly]l + [lzolllly — woll paemdl)
Yy—Yo

Logo, (,) é continua.
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9.2 Espacos Pré-hilbertianos e Espacos de Hilbert

Definicdao 104. Seja X espago vetorial com produto interno. O espago normado (X, ||.||)
é chamado de pré-hilbertiano.

Dizemos que X é um espago de Hilbert quando (X, ||.||) é completo.
Exemplo 77. C™ é um espago de Hilbert, com produto interno

<$7y> = leE Vl‘,y € (Cn

=1

Exemplo 78. /5 é um espago de Hilbert, com produto interno

(w,y) = oW Yo,y €l

=1

Exemplo 79. cgy C 9 é pré-hilbertiano, mas nao é um espago de Hilbert, pois cog nao é

espaco de Banach.
Exemplo 80. Seja X = C([a,b],R) munido do produto interno

b
(f.9) = / F(Hg(t) at

X é pré-hilbertiano, mas nao é de Hilbert, pois (X, ||.||) ndo é completo.
Por exemplo, se [a,b] = [—1, 1], tomando
—1, se — 113 t < —1%
fm(t) = mt, se — 5 <t<
1, se % <t<1

A sequéncia (f,(t))men é de Cauchy, mas ndo é convergente em X.

Exemplo 81. Seja I um conjunto. Considere

Oo(I) =} (zi)icr € K |{z €l:xz; #0} =N /\Z 2|2 < 0o
el
munido do produto interno
(i), () = Y ol
i€l

Entao l2(I) é um espago de Hilbert.
Note que ¢5(I) nao é separdvel quando I nao é enumeravel.
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Proposicao 102 (Regra do Paralelogramo). Seja H espago pré-hilbertiano. Entdo, para
todo x,y € H, sao validos:

lz = ylI* + llz + ylI* = 2(|=* + lly[I*)
Proposicao 103. Os espacos cg e £}, com p # 2, 1 < p < oo nao sao espacos de Hilbert.
Demonstragio. Vamos mostrar o resultado para o caso £,. Tome
e=(1,0,0,0,...) e f=1(0,1,0,0,...)

Entao
|| f“2 2% || f”2
€ — p e+ P

Além disso, é claro que e/, = || f[|, = 1. Dessa forma:

le = FI2+ lle + FIIP =27 + 25 # 4 =2([le]® + || £IP)
p p p p

Portanto,
lle = £IZ + lle + FIE # 2([lells + [1£13)

e a regra do paralelogramo nao vale para £,. Logo, esse espago nao ¢ pré-hilbertiano. O

Exemplo 82. Seja C([a,b],R), com || f|| = sup |f(t)|. Vamos ver que C([a,b],R) ndo é um
t€[a,b]

espaco de Hilbert.

Sejam

t—a
ft)=1 e g(t)=—

Verifica-se facilmente que ||f|| = ||g|| = 1. Além disso, ||f +g|| =2 ¢ || f — g|| = 1. Desse

modo:

I+ gl +1f—gl? =22+ 1> =5 #4=2(|f]* + lg*)
Logo, a regra do paralelogramo néao vale para este espaco, e C([a, b], R) ndo pe pré-hilbertiano.
Lema 8 (Identidade de Polarizagao). Seja H um espago pré-hilbertiano. Entao, se K = R,
1
{,y) = 7(lz + yl? =l —yl®) Vo,yeH
Se K =C,
1 . . . .
{@,y) = 7(lz + yl? = o —yl® +illz +iyl* —ile —iyl*) Ve,ye H

Demonstracao. O

Proposicao 104. Seja X um espago normado satisfazendo a Lei do Paralelogramo. Entao
a norma em X é induzida pelo produto interno em X.

Demonstragao. 0
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9.3 Isomorfismos entre Espacos de Hilbert
Proposicao 105. Sejam H; e Hy dois espagos pré-hilbertianos e T': H; — Hs linear e
bijetora. Entdo sdo equivalentes:

(i) T é isometria, ou seja ||T'(z)|| = [

(i) (T(x), T(y)) = (. y).
Demonstragio. (ii) = (i): Tome z = y. Entao

(T(2),T(x)) = (z,2) = | T(2)|| = =],V v € H
(i) = (ii): Como T é isometria, temos:
2
IT(@ + )7 = Il + 9l = (T(@) + T(y), T(w) + T(y)) = (& + yoo + ) =
2 2 : 2 | on.

IT()|]” + | T®W)||* + 2Re(T (), T(y)) = ||z + |ly|* + 2 Re(w, y) = Re(T (), T(y)) = Re(x,y)
Precisamos mostrar que as partes imaginarias também sao iguais. Tomando ix e iy,
Reiliz, y) = Rei(z,y) = Im(T(x), T(y)) = Im(z,y).

Portanto, segue que (T'(x),T(y)) = (x,y). O

Proposicao 106 (Completamento de espagos pré-hilbertianos). Seja H um espago pré-

hilbertiano. Entao existe uma imersao isométrica de H em H espago de Hilbert, com
imagem densa, tal que H é tinico salvo isometrias lineares.

Demonstragdo. Pelo Teorema do Completamento, existe um espago de Banach H, tnico
salvo isometrias lineares e ¢: H — H isometria tal que +(H) é denso em H. Chamemos
W = (H).

Entdo W satisfaz a Lei do Paralelogramo e, pela densidade de W e a continuidade da
norma, segue que H satisfaz a Lei do Paralelogramo. Logo, H ¢é de Hilbert.

{z,y) = lm {(zn), (yn))

Exemplo 83. Seja
1
Ls([0,1]) = < f:]0,1] — R Lebesgue mensuravel tal que /|f]2 dp < o0
0
munido com o produto interno

1
<ﬁm=/fmmww
0

Ls([0,1]) é o completamento de C([0,1]) (que é pré-hilbertiano) com o mesmo produto
interno.
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9.4 Complementos ortogonais

Proposicao 107. Sejam H pré-hilbertiano A C H convexo nao vazio e x € H. Sdo equi-
valentes para ag € A :

() [lz — aoll = d(z, A);
(ii) Re(z —ap,a—ag) <0Vaec A
Além disso, se existir um tal ag, ele é tnico.

Demonstragdo. Vamos mostrar primeiramente a unicidade de ag. Sejam ag e a1 satisfazendo
(ii). Temos entao que

— —ag) < — —ag) <
{Re(a: ap,a —ag) < 0= Re(z —ag,a; —ag) <0 = Re{a1—ao, a1—ag) < [la1 — ao| < 0

Re{x —aj,a9 — a1) < 0= Re(a; —x,a1 —ap) <0

Logo ||a; — ap|| = 0, o que implica a; = ay.
Notemos que

lz — a|® = ||z — a + a0 — al|* = ||(z — ao) + (a0 — a)||* = |}z — ao||*+]la0 — al|*+Re(z—ao, ap—a)
(1) = (ii) : Suponhamos que
lz = aoll = inf ||z - af
Entao, para todo a € A,temos:
lz = al® > [l — aol|?
Da identidade notada acima, obtemos:

lao — a||® + 2Relz — ag, ap — a) > 0 = Re(x — ag,a — ag) < fHao —al?

Sendo A convexo, para todo A € (0, 1), temos que
=(1—=XNag+ M a=ap+ ANa—ap) € A

Aplicando a’ :

Re(z — ap,a — ag) lag — al)?

VASNVANVAN

1
71
e |
2lao — alf®

Tomando A — 0 obtemos Re(x — a,a — ag) < 0 para todo a € A.
(73) = (i) : Se Re(z — ag,a — ap) < 0, sabemos que

lz — all* = ||z — ao||* + [lag — al|* — 2Re(z — ag,a — ap).
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Segue que
lz = aol® + [la — ao|*
H.’E - QOH )

2
l = all

AVARAYS

o que implica || — ag|| = in{f4 llx — all. O
ac

Teorema 31. Sejam H pré-hilbertiano, A C H convexo e completo ndo vazio. Entdo existe

um tnico ag € A tal que
|z — aol| = d(x, A)

Tal ag é caracterizado pelo fato de que Re(x — ag,a — ag) < 0, Va € A.
Demonstracio. E suficiente provar a existéncia. Seja § = d(xz,A). Entdo pela definicao,
existe (0p)nen tal que lim 6, =0 e a, em A tal que
n—o0
O = ||z — an|

Vejamos que (ap)nen ¢ de Cauchy. Considere ¥, = a,, — x. Entao 9, + 9., = ap + apy, — 2.
Entao:

190 — Ounl] = 2”;(% T am) - 3| > 26

pois A é convexo, entio %(an + apy) € A. Assim,
) 2
lan — amll* = |00 + 2 — o + 2)||7 = (190 — 91> = 20190 >+[9m 1) = 195 + Iml|® < 262+262 467

Tomando o limite para n,m — 0o, temos ||an — am||> = 0. Logo, (an)nen é de Cauchy.
Sendo A completo, seja ag = lim a,,. Entéo:
n—oo

|z — apl| = ILm |z — an|l = le op=0=d(z,A) = ||lx — ao|| = d(z, A)
0

Definicao 105. Seja H um espacgo pré-hilbertiano. Entdo, dizemos que z,y € H sao
ortogonais, e denotamos por x L y, se (x,y) = 0.

Exemplo 84. Em R?, com o produto interno

(z,y) = 191 + 7202,
temos que x = (2,3) e y = (—3,2) sdo ortogonais.

Exemplo 85. Em C([—m, 7], R), com o produto interno
(1.9) = [ f@g(o)ds,

temos que f(x) = cos(z) e g(x) = sen(x) sdo ortogonais.
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Teorema 32 (Teorema de Pitdgoras). Seja H pré-hilbertiano. Entéao,
zLy= |z +yl® = l” +lly)*
Definigdo 106. Sejam H pré-hilbertiano e A C H. O ortogonal de A é definido por
At ={hec Hh LaVac A}
Observacio 28. Al é um subespaco fechado de H.

Exemplo 86. Seja R?® munido com o produto interno usual. Tome W = ((1,—1,1)) C R?.
Entao
W+ =1(0,1,1),(1,1,0)).

Exemplo 87. Considere C([—1,1],R), com o produto interno

1

(f.9) / f(2)g(z) de

-1

Tome

M ={f e C([-L1,R)[f(t) = —f(—1), Vi € [-1,1]}
M é o conjunto das fungoes impares definidas em [—1,1]. Lembrando que, se f é impar,

a
[ f(z)dx =0, e que o produto de duas fungdes de paridades distintas é impar, entdo
—a

MJ_ - {f € C([_la 1]7R)’f<t) = f(_t>7Vt € [_17 1]}
ou seja, o conjunto das fungoes pares definidas em [—1, 1].

Proposic¢ao 108 (Projecao ortogonal). Sejam H espago pré-hilbertiano, F' subespago com-
pleto de H, F # () e x € H. Entao existe um tnico fy € F tal que

|z = fol — d(x, F)
Tal f é caracterizado pelo fato de que = — fo € F~.

Demonstragdo. Da proposicao anterior, sendo F' convexo e completo, existe um fy € F' tal
que ||z — fo|| — d(x, F). caracterizado por Re(x — fo, f — fo) < 0, para todo f € F.

Se x — fo € F*, entdo Re(z — fo, f — fo) <0, pois f — fo € F.

Suponha que Re(x — fo, f — fo) < 0 é verificada. Seja f € F, f + fo € F. Entao

Re(z — fo, (f + fo) — fo) <0 = Re(z — fo, f) <0

Como —f € F, entdo podemos escrever

Re{x — fo,—f) <0=Re{x — fo,f) >0 VfeF

152



CAPITULO 9. ESPACOS DE HILBERT 9.4. COMPLEMENTOS ORTOGONAIS

Se K =R, isso conclui. Se K = C, entdo if € F. Dai:
0 =Re(z — fo,if) = Re(—i{z — fo, f)) = Im(z — fo, )
Portanto, concluimos que (x — fo, f) = 0 para todo f € F, o que quer dizer que

.T}—foGFJ'.

Proposicao 109. Sejam H espaco de Hilbert e F' subespaco fechado de H. Entao
H=FaF+

Demonstracio. Como H,F e F- sdo espacos de Banach, entdo F' @ F* é uma soma direta
topolégica.

Como F é subespaco, F'N F+ = {0}. Seja h € H, consideremos f a projecio ortogonal
de h sobre F. Entdo, h — f € F*.

Logo,h=f=(h—f)€ F+F+ eH=F+ F*. Potanto H = F @ F+.

Definiciao 107. Seja H Hilbert e F fechado nao vazio tal que H = F @ F. Entao

PF : H — F
h — pph)=f

Onde h= f +g, com f € F e g € F-, é chamada projecio ortogonal de H sobre F.
Proposicao 110. A projecao ortogonal definida em @ satsifaz as seguintes propriedades:
(i) pr é linear e continua;
(i) Ker(pr) = F® e Im(pr) = F;
(iif) p% = pr
(iv) ppr =1Id—pp.
Demonstragiao. (i) Trivial.

(ii) Se pr(h) = 0, entdo f = 0. Logo, h = 0 + g € F*. Portanto, Ker(pr) = F®. Além
disso, pr(h) = f € F. Logo, Im(pr) = F.

(iii) p%(h) =pr(f) = f =pr(h). p% = PF-

(iv) Temos que ppi(h) = ppi(f+9) = g = (f+g9)—f = Id(h)—pr(h). Logo pp: = Id—pF.
O

Corolario 18. Sejam H espaco de Hilbert e F' subespaco fechado de H. Entao F = F1.
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Demonstracio. E claro que F C F1+.

Seja h € F+L eescreva h=f + g, com f € F e g € F-. Entao
(h,g) ={f+9,9)=(f,9) +(g.9) = (h.9) = ([.9) + (9.9) =
0=0+g|°=g=0
Logo, h = f € F, dai F*+ C F. Logo, F = F++. O
Vamos ver o que acontece com o ortogonal de um espaco denso num espago de Hilbert.

Sendo M denso, intuitivamente o conjunto tem tantos elementos que nao é possivel existir
vetor nao nulo que é ortogonal a todos os elementos de M.

Corolario 19. Sejam H espaco de Hilbert e M subespaco de H. Entdo M é denso em H
se e somente se M+ = {0}.

Demonstragdo. (=) Suponhamos M denso. Seja h € M=*. Considere (hy,)nen em M tal
que h = li_)rn h,. Segue da continuidade do produto interno que
n—oo

(h,h) = lim (h,hy) =0=h =0

n—oo

(<) Seja M um subespago de H tal que M # H, e seja h € H\ M. Seja hg = pyz(h). Entdo
h—ho€ M =3 . Logo, h— hg # 0, pois h ¢ M. 0

9.5 Somabilidade

Definicao 108. Sejam X espac¢o normado. Uma familia (z;);c; de elementos de X é dita
somdvel, e tem soma x € X, se dado € > 0, existe F. C [ finito tal que VF C [ finito,
FDF,

xr — Z x|l <&
iEF
Proposicao 111. Seja I infinito e enumerédvel. Uma familia (x;);c; de um espago normado
é somavel e tem soma x se, e somente se, para toda bijecao ¢: N — I,

n

lim x

M Lo =X

Proposigao 112. Se (z;);c; é somével em um espago normado X, entdo I' = {i € I : z; #

0} é enumerdvel e Y z; = > w;.
i€l i€l

Em resumo, as duas proposigoes acima nos mostram que (z;);c; é somavel e tem soma
T se e somente se

(i) I'={i e I:x;# 0 é enumerdvel.
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(ii) Para toda enumeracao de I,
o0
Z Lomn) =%
n=1

Proposigao 113. Sejam H um espago pré-hilbertiano e (z;);e; uma familia somavel com
soma x. Entdo, para todo y € H, ({(x;,y))icr é soméavel e

S (@) = (.5

el
Demonstragio. Para todo F' C I finito, como a familia (z;);e; é somével, entéo
€T — Z x|l <€
i€l
Logo,

<x,y><zwi,y>= x—<2wi,y> < e = Saifllyll = -yl =<

i i i Il

Exemplo 88. Considere H = R? e a sequéncia (2,,)nen+, definida por z,, = (2
famfilia é somével, e sua soma é (1, %2) . Tomando y = (2, %) , temos que ((xn, y))nenr,

definida por (z,,y) = (2,%1, ﬁ) , ¢ somével, e sua soma é ((1, %2) , (2, #)} = (2, %) .

Logo, podemos escrever
< : 1 ) N <2 1)
§ : n—1’ 2]~ \“g
o \2 (nm) 6

Proposicao 114. Seja («a;);er uma familia de nimeros reais positivos tais que Ja > 0 tal
que para todo F' C [ finito
Z o = Q.

i€l

Z%’ = supZozi <a

icl Fclicp

Entao, (o;);er é somavel e

Definicdo 109 (Condicdo de Cauchy). Uma familia (x;);c; de um espago normado X
satisfaz a condi¢io de Cauchy se para todo € > 0, existe F, C I finito tal que para todo
F'" c I finito com F' N F, = () temos

in <e€

1€ F’
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Proposicao 115. Seja X espaco de Banach. Uma familia (z;);e; é somével se e somente
se satisfaz a condigdo de Cauchy.

Demonstragio. (=) Dado € > 0, seja x a soma, F. dado pela definicdo de somabilidade e
F C I, disjunto de F;. Entao:

in = Zxﬁ- Z—JI; - Z—;zr < Z —x|| + HJ—Z% <e+te

i€l i€l e F; 1€F: 1€ FUF, 1€F:

(<) Seja I, = {z € Nl|z;| < %} Como (x;);es satisfaz a condi¢do de Cauchy, entdo I,, é

finito. Tome y,, = Y. z;. Dado € > 0, existe F. contido em N e finito, tal que se FF C N, F’
icl,
finito com F' N F, = §,

ZLEi <e€

ieF
Para N tal que F. C Iyem >n> N, F. CIy C I, C I, F =1, — I, C (F-)¢ e
||ym—yn||= Z%—me = Zx@ < e.
€Ly i€l i€l

Logo, existe z € X tal que lim y, = z, ||z —yn|| < &,Vn > N. Vamos verificar que
m—oQ

t=Su2.S F>Iy, F'=F — Iy C (F.)b, e portanto
el

x—Zwi = x—Zazi—in < |l —yn| + le <e+te

el i€l i€F’ i€l

9.6 Bases ortonormais
Defini¢ao 110. Seja H pré-hilbertiano. Uma familia (e;);c; de H é ortogonal se (e;, ej) =
0Vi#j.
Se além disso, ||e;|| = 1 Vi, dizemos que (e;);er é ortonormal.
Exemplo 89. A base canénica {ey,...,e,} do C", onde e;; = §;; é ortonormal, pois
<€i, 6j> = 62']' = <6i, 6j> =0V: 75 j
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Exemplo 90. Seja C([0, 27, R), munido com o produto interno

2

(f.g) = / F(Hg(t) dt

0

Considere as familias (up)nen € (vn)nen+, dadas por
un = cos(nt) e v, =sen(nt)
Entao, as familias {u,} e {v,} sdo ortogonais. Além disso, u,, L v,,, para todos n e m.

Proposicao 116. Se (e;);es é ortogonal, com e; # 0 para todo i € I, entdo {e; : i € I} é
LI.

Demonstragdo. Seja F' C I finito e o; € F' escalares tais que
Z ;€ = 0.
el
Fazendo o produto interno com e; :
2
Zai(ei,eﬁ =0= Oéj<€j,6j> =0= Oéj“(fjH =0= a; = 0
el
O

Lema 9 (Desigualdade de Bessel). Seja H um espago pré-hilbertiano e (e;);c; uma familia
ortonormal. Entao, para todo x € H, a familia (‘ (x,e;) ‘Q)ZE] ¢é somavel, e

2 2

> e <l

el
Demonstragao. Seja F' C I finito e Xp = [e;|i € F] subespago fechado de H. Para cada
x € H, seja y = px,(z). Entdo

y= Z/\z'ez', Ai = (y, i)
1€EF

Note que z — y € X}J,:, pois

r=y +(r-y)

EXF EXE
Logo:
r-yeXp = (r—y,e)=0 VieF
= (z,e;) — (y,e;) VieF
= y=> (z,e)e;
1eF
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Pelo Teorema de Pitagoras:
2 2 2 2 2 2
|21 = llz = yI* + > = ly1* = D [z, e)|” < |||
el
O

Teorema 33 (Teorema da Base Ortonormal). Seja H espago pré-hilbertiano e (e;);c; uma
familia ortonormal. Sdo equivalentes as seguintes propriedades:

& Para todo x € H, temos

T = Z(m,ei>ei

i€l

¥ (Igualdade de Parseval) Para quaisquer x,y € H,

<x7 y> = Z<x7 ei><y7 6i>

el

& (Igualdade de Bessel) Para todo x € H :

lz? =" [z, eq)|?

i€l

Quando H é um espaco de Hilbert, as propriedades precedentes ainda sao equivalentes
as seguintes:

¢ H=[alie]
X (ei)ier ¢ uma familia ortonormal maximal.

Uma familia ortonormal num espago pré-hilbertiano que satisfaz as duas primeiras condig¢oes
é chamada base hilbertiana ou base ortonormal de H.

Demonstragao. (& = %) Suponhamos que todo x € H é da forma x = ) (z,e;)e;. Seja

y € H. Entao N
(@9) = <z<>y>
— %(:p,eﬁ(f’w’!ﬁ
- %@,eiﬂyiﬂ

(¥ = &) Suponha que (x,y) = > (x,¢;)(y, e;). Tome y = x. Entao
el

(2,2) =3 (e (w. ) = z)? =Y (. e)|

el i€l
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(= &) Sejam x € H e F C I finito, e considere Xp = [e;,7 € F]. Entao

Y = DPXp (m) = Z<xaei>ei

i€EF
. 2 2 2 .
Assim, [z = [l — y||? + [l2]]%, pois  —y L y.
2 2
lo = yl2 = ol = ol = |z = (@ eer]| = llall® = | > (. eides
el 1€F

Segue da definigdo de somabilidade que x = ) (z, ¢;)e;.
i€l
(# = @) Da demonstracao da implicagdo anterior, dado x € H e F' C I finito:

x — Z(x eideill = ||z? Z‘ x, eZ

S ieF
Usando a hipdtese, dado € > 0, existe F; C I finito tal que
€T — Z eill < e,
1€F;

com \; = (z,e;), para i € F.. Portanto x € [e; : i € I].
(® =) Se existe e € H tal que (e,e;) =0 Vi € I, entdo
! —
ecleiellt=le:iel] :HJ':{O}

Portanto, (e;);c; ¢ uma familia ortonormal maximal.
(= &) Dado x € H, sendo H espago de Hilbert, entao (‘(x,ei>‘2)i61 ¢ soméavel.
Vejamos que ) (z,e;)e; é somével.

1€l
Para isto, mostremos que Y (x,¢;) satisfaz a condigdo de Cauchy. Dado F’ C I finito
el
e = 3 ltned
i€F! i€l

Como (‘ (x,e;) ‘2)7;6 1 satisfaz a condi¢ao de Cauchy, entéo ({x, e;)e;);cr satisfaz a condicao
de Cauchy.

Como o espago é completo, Jde € H tal que e = Y _(z, e;)e;. Logo,
el

<6,6j> = Z<wvei><evej> = <$’€j> = (v — €7€j> =0

el
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Entdo z —e € {e; 17 € I},
Por hipdtese, (e;);er é maximal, o que implica * = e, pois sendo maximal, nao existe
um elemento £ que seja ortonormal a todos os elementos da familia (e;);cr, ou seja,

eH: E—e=0Viel

Dai, x = e, e assim
r=e= E (x,e;)e;
i€l
O

Observagao 29. Em espagos pré-hilbertianos, em geral nao vale a implicagdo (X = &).
Existem espacos pré-hilbertianos sem base ortonormal. Apesar de parecer simples, este é
um resultado nao trivial. A titulo de curiosidade, apresentamos no teorema abaixo uma
demonstracao desse fato.

Teorema 34. Existe um espago pré-hilbertiano H que ndo possui base ortonormal.

Demonstragdo. Lembremos que a dimensdao de um espago pré-hilbertiano é a cerdinalidade
do sistema ortonormal maximal que o contém (pelo Lema de Zorn [l|, ele contém ao menos
um, e quaisquer dois devem ter a mesma cardinalidade). Uma base ortonormal é certa-
mente uma base ortonormal maximal, mas como veremos, a reciproca nao é verdadeira.
Observe que se G é um subespago denso de um espago pé-hilbertiano H, entdo qualquer
base ortonormal para G é automaticamente uma base ortonormal para H.

Dessa forma, é suficiente construir um espaco pré-hilbertiano H com subespaco denso
G cuja dimensao é estritamente menor que o de H.

Seja K um espago de Hilbert com dimensdo ®g. (por exemplo, K = ¢3(N)) Seja E =
{e; : 1 € I} uma base ortonormal de K, entao ‘{ei NS I}‘ = Ny. Estenda E' a uma base de
Hamel £'U F para K, onde ENF = (). Uma vez que sabemos que a dimensido de Hamel de
K é ¢ (a cardinalidade do continuo), deve ocorrer que |F| = c.

Seja £ um espago de Hilbert de dimenséao ¢ (por exemplo, £ = ¢5(R)). Seja B uma base
ortonormal para L, e considere

p: F— B

uma bijecdo. Entdo existe uma transformagao linear tal que

T : K — L

PN T(k;):{(p(k)’ se k € F;

0, se ke F.
Considere H = K @ L. e tome
G={(kT(k)):kek}
como o grafico de T. Seja G o fecho de G em H. Vamos mostrar que G = H.
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Como para qualquer e € E temos que (e, 0) € G, segue que K @ {0} C G.

Se b € B, entdo b = T(f) para algum f € F C K. Logo, (f,b) € G C G. Como (f,0) € G
da mesma forma, também temos que (0,b) € G. Segue entdo que {0} L C G. Dai, G = H,
e G é denso em H.

Finalmente, temos que {(e,0) : e € E'} é um conjunto ortonormal maximal em G; se
0=((e,0), (k,T(k))) = (e, k) + (0, T(k)) = (e, k)

para todo e € E, entao certamente k = 0, logo (k,T'(k)) = (0,0) é o vetor nulo em G.
Consequentemente, a dimenséo de G é |E| = Ry, enquanto que é claro que a dimensao de
H é c. Isso completa a demonstracao.

O

Proposicao 117. Sejam H espacgo pré-hilbertiano e F' C H ortonormal de H. Entao existe
um subconjunto ortonormal maximal de H que contém F.

Demonstracio. Seja A o conjunto de todas as familias ortonormais de H que contém F
com a relacao de ordem de inclusao.

Seja € = {My }qaes uma cadeia em A. Entao |J,; My é uma familia ortonormal. Além
disso, é cota superior de €.

Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal em A. ]

Teorema 35. Sejam H um espago de Hilbert e (e;);c; uma familia ortonormal. Entao H
contém uma base hilbertiana contendo (e;);e;.

Demonstragdo. Da proposicao anterior, H contém uma familia ortonormal maximal con-
tendo (ei)iej.
Pelo Teorema da Base Ortonormal, tal conjunto maximal é base hilbertiana de H.
O

Observacao 30. Uma base hilbertiana finita é base algébrica de H, o que corresponde ao
caso de dimensao finita.
Uma base hilbertiana infinita enumerével é base de Schauder de H.

Num espago pré-hilbertiano qualquer, nem sempre todo conjunto ortonormal serd enu-
meravel. Mas se nos restringirmos aos espagos pré-hilbertianos separaveis, tal propriedade
serd valida, o que nos permitird explorar os espacos que satisfazem essas condigdoes com
mais detalhes.

Proposicao 118. Seja H um espaco pré-hilbertiano separavel. Entdo todo conjunto orto-
normal de H é enumeravel.

Demonstragio. Seja (e;);er uma familia ortonormal de H. Segue que
lei —ej] = v2

Seja D C H denso e enumeravel em H.
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Seja
f+1I — D
i J0)=die B (e, )
Segue que f é injetora. Dali, |I| = |D| = Ny. Portanto, I é enumeravel. O

Corolario 20. Todo espago de Hilbert separavel admite uma base hilbertiana enumeravel.

9.7 Processo de ortonormalizacao de Gramm-Schmidt

Teorema 36. Sejam H espago pé-hilbertiano e (x,)neny uma sequéncia de vetores em H
linearmente independentes. Entao existe uma sequéncia ortonormal (e, ),cny em H tal que

[X1,...2zp) =[e1,...,en] VR EN

Demonstragao. Definamos os vetores de (e, )nen por recorréncia:

x1

€1 =
[l

xg — (w2, €1)€1

€9 =

HOUQ — (@2, €1>€1H
n—1

Ln — Z <$a 6k’>€k
k=1

en =

n—1

Ln — Z <CC, €k>€k
k=1

E rotineiro mostrar que (e, )nen é de fato uma familia ortonormal. O

Seja H um espaco de Hilbert separavel e {z,, : n € N} denso e linearmente independente,
entdo pelo processo de ortonormalizacdo de Gramm-Schmidt, obtemos (e,),en uma base
hilbertiana, pois, nesse caso, [e, : n € N] = H. Logo (e, )nen é base hilbertiana pelo Teorema
da Base Ortonormal.

Exemplo 91.

O préximo resultado nos mostra que para analisar o comportamento dos espagos de
Hilbert separaveis, basta estudar as propriedades de £o, o que simplifica bastante o estudo
desses espagos.

Proposicao 119. Seja H um espaco de Hilbert separavel de dimenséao infinita. Entao H é
linearmente isométrico a £5.
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Demonstragio. Seja (en)neny uma base ortonormal de H.

Considere
T @ H — 62

r — ((z,en))nen

o0
Segue do fato de ser base hilbertiana ||z||* = 3 ‘(x, €n) ’2.
n=1

Logo, T é imersdo isométrica, e também é sobrejetora: seja (ap)nen € Ca.
o0

Observemos que Y ape, é convergente em H, pois a sequéncia das somas parciais é de
n=1
Cauchy:
q
Portanto, T' | > apzy, | = a. Concluimos que T' é isometria linear. O
n=p

Seja K um espaco topolégico Hausdorff. Considere
C(K,C)={f: K — C continuas},

munido com

Teorema 37 (Stone-Weierstrass Complexo). Seja K um espago topolégico Hausdorff. Seja
A uma subdlgebra de C(K,C) (isot é, A é subespago de C(K,C) tal que se f,g € A, entao
fg € A.) tal que

(i) A contém as funcoes constantes;
(ii) A separa pontos, isto é, se  # y € K, entdo existe f € A tal que f(x) # f(y);
(iii) fe A= fe A
Entao A é denso em C(K,C) na topologia de convergéncia uniforme |[.||_.

E 1o 92. A famili (L ikt) ¢ base ort 1 de L2[—, 7).
xemplo amilia { 7=e"™ ) & base ortonormal de [—, 7]

De fato, chamemos ey (t) = %eikt, k € Z. Temos que ey - €y = €1y € € = €_}.
Assim, A = [e; : k € Z] é uma subdlgebra de C([—m,n],C) fechada por conjugado

complexo.

S
3

3

Note que A contém as constantes, pois ey é constante nao nula.
A separa pontos. Para z,y € (—7,7), e; separa pontos, pois

er(t) = o

(cost 4 isent)

3

Para ver que A também separa —7 e 7, teremos um pouquinho de trabalho.
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Considere
V=A{fel(-m7],C): f(—m) = f(m)}
Observe que (V. |.||y) é denso em (C([—m, 7], C), |.|5)-
Seja A
T={" —r<0<7n}={2€C:|Z|=1}
(V. ]|ll) é isométrico a (C(T,C), ||.||,,)- De fato, considere
o V. — C(I,C)

fo— (e(NE’) = f0)

A = [z" : n € Z] é subdlgebra de C(T,C), fechada por conjugado, ja que, se |z| = 1,

entao
2=z

Veja que A é denso em (C(T,C), |.||,,)- Pelo fato de (V,].||,,) e (C(T,C),||:||) serem

isométricos, entao

A= [\/12?6““’: n EZ]
é denso em (V, |||, ). Portanto, conclufmos que A é denso em (V, [|.,).
Entao, pelo Teorema de Stone-Weierstrass Complexo, A é denso em (C([—m, 7], C), ||.|| .o)-
Seja f € C([—m,n],C). Existe (fn)nen sequéncia em A tal que f,, converge uniforme-
mente a f.
Dado que

I£1ly < V2r|fllo VS € C([—m,7],C) =
If = fally < V2rl||f — fnlloo = fn — f com respeito & norma ||.||,
Assim, A é denso em (C([—m, 7], C), ||.]|5)-

Como (C([—m,7],C), |||l5) é denso em L?[—m, 7], segue que A é denso em L*[—, 7], isto
é,
A=L*—n,7]=[e}: k € Z] = L*|—m, 7]
Pelo Teorema da Base Ortonormal, a familia (ey)gez é base ortonormal de L%[—, 7).

Observagao 31. Segue do Teorema da Base Ortonormal que para toda f € C(—m, ), sua
série de Fourier converge na norma |[.||,, ou seja,

dim |[f = > frex|| =0,

k=—n 9

onde

fo=frew) = \/12? / (e dt
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Exemplo 93 (Polinémios de Legendre). Chamemos de {p,(t),n = 0,1,2,...} a sequén-
cia obtida do processo de ortonormalizacdo de Gramm-Schmidt ao conjunto linearmente
independente {f,,n =0,1,2,...} com respeito ao produto interno usual em L?[—1,1].
Esse polinémios sao chamados Polinomios de Legendre. Eles possuem diversas aplicagoes
na Fisica.
Vamos mostrar que (p,(t))n>0 é base ortonormal para L?[—1,1]. Tem-se

 fmr1o1 oo,
pu(t) = 2 an!@(t —-1)

A tabela abaixo mostra os 11 primeiros polindmios de Legendre:

n pn(t)

0 1

1 t

2 5 (32 —1)

3 5 (53 — 3t)

4 < (35t1 — 30t* + 3)

5 5 (63¢° — 70t3 + 15¢)

6 1 (23115 — 315¢* + 105¢* — 5)

7 76 (4297 — 693> + 315t% — 35¢)

8 T (6435¢% — 12012¢° + 6930t* — 1260t* + 35)

9 oz (12155¢7 — 25740t7 + 18018¢> — 4620t + 315¢)
10 | 135 (46189¢10 — 109395t 4+ 90090t5 — 30030¢" + 3465¢> — 63)

Os graficos dos polinémios de Legendre com n < 5 sdo mostrados abaixo:
Segue do Teorema de Stone-Weierstrass que

C~1,1,R) = [fm > 0] = o > 0] "=

Além disso,

111y < V21 £lloo ¥F € L2[-1,1]

Daf, [pn,n > 0] é denso em (C([—1,1],R), |.|l3), € [pn,n > 0] é denso em L*[—1,1].
Sendo que (pp)n>0 ¢ uma familia ortonormal, segue do Teorema da Base Ortonormal
que (pn)n>0 é base ortonormal de L2[—1,1].

9.8 Dualidade e Operadores Adjuntos

Vamos ver como se comportam os operadores nos espagos com produto interno. Sabemos
a ”cara”dos elementos que estdo no dual de um espaco de Hilbert, por conta do

Teorema 38 (Teorema de Riesz). Seja H um espago de Hilbert. Para cada f € H*, existe
um unico z € H tal que
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Legendre Polynomials

2 T T
N=0 ssssens
n=1

15 n= .
n=d ===

Figura 9.1: Graficos dos polinémios de Legendre com n < 5
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o f(z) =z, 2), Vo € H;
« £ = ll=ll
Demonstragdo. Seja z € ‘H. Definamos

0, + H — K
x — () =(x,2)

Observe que ¢, é linear. Além disso, p, é continua. Vejamos que ||f|| = [|z]|. Seja

x € By. Entao,
|02(2)] = [{2, 2)| < llzllz] < 2]l = | llp:|| < ||z]
Suponha agora z # 0. Entao:
() -|
SO _— =
N
Portanto, ||e.|| = |2].

Vamos ver que todo operador linear é dessa forma. Seja f € H*.

Se z € H tal que f(z) = (x,2), se x € Kerf, entdo x L 2, e entdo z € (Kerf)*.

Suponhamos f # 0. Consideremos Z = Kerf hiperplano fechado de H. Pelo Teorema
da Projecao Ortogonal,

(2, 2)

ozl >
: | 2]]

] e

H=2Za® 2zt
Como f #0, Z+ #0. Seja zg € Z+, 2y # 0.
Dado z € H,
_ B 20 f(x)
o= (o oyt ) + iy
Logo,
o, S _ S e /. f(z0)
(x,20) =0+ M<ZO7ZO> = m”zo\\ = f(z) = <$’ |ZOH2ZO>

Tomemos z = mzo. Entao

fz) = <x f(Z()g Zo> = f(z) = (z,2), Vo € H.

)
Izoll

Vamos ver a unicidade de z: suponha f(x) = (z,21) = (x, 22), para todo x € H.
Desse modo,

(x,21 —20) =0V € H = (21 — 22,21 — 22) =0 = H21—22||2:0:>z1 = 29
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Exemplo 94. Seja H = {5. Considere a sequéncia (a,)nen+ € fo, dada por a, = %
Considere o operador

Pa - gz—)K

00
(mn)nEN* — 5004(1') = E Q4
=1

Temos nesse caso que @q(x) = (z,a), e ||pa| = |la]|.
Corolario 21. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Demonstragdo. Tome H um espago de Hilbert. Seja w: H — H** a imersao candnica. Dado
f € H*, existe um tnico z € H tal que f = ¢, (z) (lembramos aqui que ¢.(z) = (z, 2)).
Definamos em ‘H* o produto interno

<90ya @z)l = <Z7 y)

(Porqué nao funciona para (y, z)?)
Em particular, )
2
(eyeht = (o) = lyll* = [yl

Assim, a norma em H* é a mesma norma que a induzida por (,);.
Sendo H* completo, entdo (H*, (,)1) é um espago de Hilbert.
Seja 1 € H**. Pelo Teorema de Riesz, existe um tnico g € H* tal que

O(f)={figh VfeH

Seja z € H tal que g = ¢.. Dado f € H*, entdo f = ¢,. Dai:

V(f) = {f,901 = (py, 0201 = (2,0) = @y(2) = f(z) = (7(2))(f)
Consequentemente,
O(f) = (@@)(f) VfeH

Logo, ¢ = m(z). Assim, 7 é sobrejetora. Portanto, H é reflexivo. O
Lema 10. Sejam H; e Hs espagos de Hilbert, e T': H; — Ho linear. Entéao:

T é continua < sup [(T(z),y)| < oo
xESHl
yes'f‘[g

onde lembramos que
Sy = {z € H[|[| = 1}.

Nesse caso,
IT|| = sup [(T'(x),y)|
Em particular,
T=0< (T(x),y) =0 VzeH;,VyecH
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Demonstragio. (=) Suponha T' continua. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz:
(T (@), )| < [T@)[llyll < 1Tz ]lly] = Tl se = € S,y € Sn,

(<) Seja x € Hy, com T'(z) # 0. Entao

T

>‘_ 1
2| 7))

sup |(T(z),y)| = |T(2),

yeS’HQ

T( B B
o @) 7@ = o =

Por outro lado,

(T(2), 9] < [T@)|llyll = |T@)], Yy € S,
Assim,

sup [(T(z),y)| = ||T ()
YESH,

Vo € Hy

Entao

p <p \T<x>,y>\> = s |76 = 17

IGSHl yESHQ IGS’Hl

Portanto, concluimos que

sup |[(T(x),y)| < oo
IEGSHl
yGS’H2

O

Teorema 39. Sejam H; e Hy espagos de Hilbert, e T' € L(H1,Hs2). Entéo existe um tnica
transformagao liner continua T* € L(H2, H1) tal que

(T'(x),y) = (2, T"(y)) Ve eHMi,VyeH

Além disso,
177 = T

Demonstragdo. Seja y € Ha. Definamos

Note que A, € linear e continua.
Pelo Teorema de Riesz, 3! z € H; tal que Ay(x) = (x, z). Portanto,

(T(x),y) = (x,2) Vo € H,
Definamos T™(y) = z como o tnico z € H; satisfazendo as condicoes acima.
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Assim,
(T'(z),y) = (z,2) = (T(x),y) = (2, T°(y)) Vo eH,VyeH
Uma verificacio rotineira mostra que 7™ é linear: sejam y1,y2 € Ho, € a € K. Temos

(,T*(y1 + ay2)) = (T(x),y1 + ay2)

= (T'(z),y1) +a(T(x),y2)
(z, T*(y1)) + @z, T*(y2))

= (2, T*(y1) +@T*(y2))

Segue da unicidade do Teorema de Riesz e da definicdo de T™ que
T (y1 + ayz) =T (y1) +aT™(y2)

Resta verificar a continuidade de T*. Temos que

(T (y).2)| = @ T = [(T@)y)| Vo e Ha, ¥y € My

Assim,
sup [(T*(y), )| = sup [(T(2),5)| = I
QTGSHI eS?-tl
yES’H2 yES’H2
Segue do lema @ que T* é continua e ||[T*|| = ||T||. O

Definicao 111. Seja T' € L(H1,Hz) linear entre espagos de Hilbert. O operador T% €
L(H2,H1) obtido do teorema anterior é chamado de Hilbert adjunto de T, isto é, o tinico
T* € L(Ha,H1) tal que

(T(x),y) = (z, T"(y))

Observagao 32. Denotemos por 72dj adjunto de T, ou seja, 7adj ¢ L(H5, HT).

(T8N () () = ¢, (T(x)) = (T(2),9) = (2, T*(v)) = () ()

Entao Tadj(goy) = Pre(y)-
A partir de agora, entre espacos de Hilbert, o adjunto serd o Hilbert adjunto 7.

Exemplo 95. Considere C", identificado com My, «1(C). Seja T': C* — C™, e considere
A € Mpxn(C) tal que T =Ty e T = Azx. Dados x e y, definimos o produto interno como

(x,y) = oy = Tr{wTy}

Para todo x € C" e z € C™, temos que

(Tyaz,z) = (Az,2) = (Az) Tz =27 AT 2 = 2TA 2 = (2, Tprz) = T} = Ty,

ou seja, A* = a’
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Exemplo 96 (Operador Diagonal). Seja a = (an)nen € foo, € considere

T, by — ¥o
$:(xn)n€N — (anxn)TLEN

Temos que ||T5,]| = ||al| .. Além disso,

(0. o
<Ta($)> y) = Z AnTnYn = Z TnlnYn = <5U7 Tﬁ(y»
n=1 n=1
Logo, T} = T5.

Exemplo 97 (Shift). Considere o operador R: fo — {2, que leva um elemento z =
(v1,22,23,24,...) em R(x) = (0,21, 22,23,24,...). Anorma de R ¢ |[R|| =1, ¢ |R(z)||, =
Jal.

O adjunto R*: ¢y — {9 é tal que, para y = (y1,%2,Y3,Y4,.-.), leva-se em R*(y) =

(y27y37 Ya, .. )
Observe que R* o R = Id.

Exemplo 98 (Operador Integral). Seja x: [0,1] x [0,1] — C tal que x € L%([0,1] x [0, 1]).
Considere o operador

T. = LX[0,1] x[0,1]) — L2([0,1]>;[0,1])
fo— Tn(f)zofﬁ(m,y)f(y)dy
Temos que
ITH)lo = 7] do
= ,j' r(z,y) f(y)dy 2d:v

—_
=
&
=
=

O O O O —

2
dy | dx

(fl \H(w,y)|2dy> (Jl"’f(y)
0 0

= Hfll%ofl (f |I€(x,y)}2dy) d

0
2
= IF1305 0 L2 o, 11x [0,17)
Logo, T} é continua, e

1Tl < 1160l 22 (0,11x0,1))-

Além disso, T, = T,+, onde k*(z,y) = k(y, x).
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Exemplo 99 (Operador de Volterra). Seja o espago de Banach C([0, 1]) dotado da norma

do supremo || f||., = sup ‘ f (3:)’ Considere o operador
xe|0,

vV . oc(o,1) — c(]o,1])
— V()

onde

chamado operador de Volterra. Temos que

[V @) < 11Flloo

Além disso, é possivel mostrar também que

TL

(V@] < flloe s ¥ €N

de onde concluimos que

vl < s o oy < 1

Logo, temos que ||V]| < 1. Mas para a fung¢io constante f(z) = 1, temos que (V(f))(x) = x.
Logo HV(f)HOO =1, e segue que ||V| > 1, provando que ||V = 1.

Considerando
vV : C([a,b])) — C([a,b])
fo— V()
onde
t
- [ 1w
podemos escrever explicitamente para todo n € N,
¢
v )@) ,/ 5" £(s)

Além disso,
1
V'l < i(b—a)", ¥n €N

Vamos explorar algumas propriedades dos operadores adjuntos em espagos de Hilbert.
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Proposicao 120. Sejam H; e Hz espagos de Hilbert, S, T € L(H1,Ha) e U € L(Ha, H1).
Entao, sao validas as seguintes propriedades:

1. (T*(y), ) = (y, T(2)), Yz € Hi,y € Ha.
2. (S +T)" =8 +T*
3. (aT)* =aT*
4. (UT)* = T*U*
5. T** =T
6. |T*T|| = ||TT*|| = ||T?
Demonstracio.  » Por definiciio, temos que
(T(T* (1)), T(2)) = (T" (), T*(T(2))) = {y, T()) = (T"(y),2).
« Novamente, por definicio:
(2, (S+T)"(y)) = ((S+T)(2), y) = (S(2), y) (T (z),y) = (2, S () +(z,T*(y)) = (z, (S"+T7)(y))
Logo, (S +T)* = S* + T*.

e Temos
(z, (1) (y)) = ((aT)(z),y) = a(T(x),y) = a((z,T"(y))
Logo, (aT)* =aT™.

e Temos
(z, [UT)"(y)) = (UT)(x),y) = ({U(T(2)),y) = (T(x), U"(y)) = (&, T*(U"(y))) = (z, (T"U")(y))
Logo, (UT)* = T*U*.

e Temos
(T(x),y) = (x,T"(y)) = (T (x),y) = (T-T")(2),y) =0=>T-T" =0=T=T"".

o Temos que

17T = swp [(T*T)@) )| = sup |(T(2),Tw)| = swp |[T()]* = T
z,yGSHl m,yESHl :Jc,yGSHl

O

Definicdo 112. Sejam H; e Hs espacos de Hilbert. Dizemos que uma isometria 1" é
antilinear se para todo a € K, temos que

(aT)* = aT*
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Exemplo 100. Sejam #H; e Ha espagos de Hilbert. Entao

x o L(H1,Ha) — L(Hi,Hz)
T +— T*

é uma isometria antilinear, pois
(aT)" =aT™

Proposicao 121. Sejam H; e Hy espagos de Hilbert e T' € L(H1, H2). Entéo:
1. KerT = (ImT*)*
2. KerT* = (ImT)*+

Demonstracdo. 1. Temos

xeKerT < T(x)=0

& (T(x),y) =0V ye Ho
& (2,T(y)) =0V y € Hy
& xe(ImT*)t

2. Usando o item 1 provado acima e o fato de que T™* = T da proposicao , temos
que:

KerT* = (Im(7%)*)* = (ImT)* = |KerT* = (Im T+

O]

Teorema 40 (Hellinger-Toeplitz). Seja H um espaco de Hilbert e T': ‘H — H uma aplicacao
linear tal que

(T'(z),y) = (=, T(y))

para todos x,y € H. Entao T ¢ limitado.

Demonstragao. Usaremos que G(T') é fechado, e usaremos o Teorema do Gréfico Fechado.
Suponha que (z,T(z,)) converge a (x,y) em H @& H. Vamos mostrar que y = T'(z). Seja
z € H. Por hipétese e pela continuidade do produto interno, temos que

(z,y) = <z,n1er;O T(wn)> = lim (2, T(zy)) = lim (T'(2),x,) =

n—o0 n—oo

(706, Jim ) = (7)) = (=T (@)
n—oo
Assim, para todo z € H, vale (z,y — T(z)) = 0, o que s6 é possivel se y = T'(z). Logo, T é

limitado.
O
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9.9 Classe de operadores em L(H)
A partir de agora, utilizaremos a notagao L(H) = L(H,H).
Definigao 113. Sejam H espaco de Hilbert e T' € L(H). Dizemos que

(i) T é auto-adjunto (também chamado Hermitiano, ou simétrico) se
T =T
(ii) T é unitdrio se
Tr* =T"T=1
(iii) 7 é normal se
TTr* =TT
Observagao 33. T é auto-adjunto se e somente se
(T'(z),y) = (x,T(y)) Vo,yeH
Observacgao 34. Operadores auto-adjuntos e unitdrios sdo normais.
Observacgio 35. T é unitario se e somente T é inversivel e T = T,
Exemplo 101. Comecemos com um exemplo familiar em dimensao finita. Seja
T : R — R2
(z,y) — (e+y,z—-y)

Este operador é auto-adjunto. De fato:

<(a,b),T(ac,y)> = <( )(m—l—y,x—y))
alx +y) +blx — y)

z(a+0b)+y(a—0b)

((a+b,a=0),(x,9))
(T'(a,b), (x,y))

Logo, T*(a,b) = (a + b,a — b), e T = T*. POde-se verificar também que T~!(a,b) =

“T*b, “be é a inversa de T.

Exemplo 102. Considere T,: o — f2 o operador diagonal apresentado em @ Este
operador é

e normal;
o auto-adjunto se e somente se a, € R Vn € N;

e unitario se e somente se |a,| =1Vn €N
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Exemplo 103. Considere R: ¢5 — £5 o0 operador shift apresentado em @ Este operador
nao é normal. Veja que R*R = Id, enquanto que, para = = (x1,Z2, T3, T4, ...)

R(R*(z)) = R(R*(x1,x2,x3,...)) = R(x2,23,...) = (0,22, z3,...) # (x1,22,23,...) = Id(z)

Exemplo 104. O operador integral Ty : L?([0,1] x [0,1]) — L2([0, 1] x [0,1]) apresentado
em P§ é auto-adjunto, pois k(z,y) = k(z,y), e

T*=T. =T.=T,

K
Proposicao 122. Sejam H espaco de Hilbert e T' € L(H) operador auto-adjunto. Entao
(T'(x),z) eR VzeH

Demonstragdo. Para mostrar que certo z € C é real, basta verificar que Z € C. Sendo T
auto-adjunto,

(T'(2), ) = (&, T"(z)) = (z, T(2)) = (T(2),2) = (T'(x),r) € R
O

Proposicao 123. Sejam H espaco de Hilbert sobre C e T' € L(H) tal que (T'(z),z) €
RV z € H. Entdo T é auto-adjunto.

Demonstragdo. Seja x € H. Temos que

(T(w),2) = (T(@),a) = (@, T°@)) = (T*(x),2) = (T — T*)(x),2) = 0 Vo € H
Como H é sobre C, temos que T' = T™. O
Proposicao 124. Seja H um espaco de Hilbert. Defina
G (H)={TeL(H): T =T},

ou seja, o/ (H) é o conjunto dos operadores auto-adjuntos em .
Entao, <7 (H) é fechado em L(H).

Demonstragio. Seja (T, )nen € </ (H) que converge a T' € L(H). Entéao:
T = 7| = [T = T = 1T = T ——> 0
Logo, T;; — T™. Como Ty = T,,, obtemos T" = T™. O
Proposigao 125. Sejam H espaco de Hilbert e T' € L(H) operador auto-adjunto. Entao

1T = Sup (T (), )]
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Demonstragdo. Seja

M = sup }(T(m),x}‘
llzll=1

Se ||z|| = 1, entéo pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(T(x),2)| < |T@)[|lz]l = IT| = M < ||T|

Por outro lado, sejam ||z|| = ||ly|| = 1. Entao
(Tx+y)r+y = (T(x),2)+({T(2),y) +(T(y).x) +(T(y)y)
= (T(x),z) + (T(x),y) + (v, T"(2)) + (T(y), y)
= (T(z),z) +2Re(T(z),y) + (T(y),y)

Analogamente, concluimos que

Podemos entao concluir que

2Re(T(z),y) = (T(x +y),x +y) — (T(x),x) = (T(y),y)
2Re(T(x),y) = (T(x), ) + (T(y),y) = (T(x —y),z —y)

Somando as duas identidades, obtemos
2Re(T(x), y) +2 Re(T(x), y) = (T(@ + y), @ + ) — (LlkaT — (Fly)u)+
(@] + T — (T —y) o —3) =

ARe(T(z),y) = (T(z +y),z +y) — (T(z —y),z —y)

Assim, utilizando a Lei do Paralelogramo:

4Re(T'(z),y) = (T(x+y),z+y) —(T(x—-y),z—y)
< |[(T(+y)z+y)|+ [T —y),2—y)
< M(llz+yl* + llz -yl

= M(2)z|*+ [ly|?

= 2M ([|=[* + |lyl[?)

= 2M (1% 41?)

— 4M

Seja 0 tal que A
(T(x),y) = "{T(x),y)|

Entao
(T(2),y)| = e (T (), y) = <T (w’%) ,y> — Re <T (e—i%) ,y> <M
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Logo [(T(x),y)| < M para todos z,y € H tais que ||z = [|y|| = 1. Pelo lema @, temos que

sup ’(T(x),y>| <M=|T|<M
T€S,
yeSH2

Portanto, ||T|| = M. O
Proposicao 126. Sejam H espago de Hilbert e T' € L£(H). Entao sdo equivalentes:
(i) T é normal;
(i) ||T(2)|| = ||T*(2)|| V = € H.
Demonstragdo. Notemos primeiramente o seguinte: se x € H, entao
1T @)|]* = | 7" @)|]” = (T(@), T(x)) = (T" (@), T*(2)) = {(T*T = TT*)(w), )

Chamemos S =TT —TT™*.
(i) = (ii) : Se T ¢é normal, entdo S = 0. Logo,

(S(x),z) = 0= |T@)|]° - |T*(@)|* = 0= ||T(@)|| = |T*@)|| VzecH
(ii) = (i) : Se || T(x)|| = ||T*(x)||, entdo

IT@)|]* = |T*@)]]* = (S(2),2) = (S(w),2) =0

Como S & auto-adjunto, pois

S* = (T*T — TT*)* = (T*T)* — (TT")* = T*T* — T"'T* = T*T — TT* = §,

segue da proposigao anterior que |[S]| = 0. Logo,

T*T —TT* = 0= T*T = TT* = |T é normal |
0

Proposicao 127. Sejam H espago de Hilbert e T € L(H). As seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) T é isometria, ou seja ||z|| = ||T'(z)]|, para todo = € H;
(i) (T(z),T(y)) = (z,y); para todos z,y € H;
(iil) T*T = Id.
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Demonstragio. (i) = (ii) : Ja foi feito.
(ii) = (iii) : Se z,y € H, entdo

(T"T(x),y) = (T"(T(x)),y) = (T(x), T(y))
Logo,
(T"T(2),y) = (T"(T(2)),y) = (T(x), T(y)) = (z,y) = (T"T(x),y)~(z,y) = 0= T"T(z) = =
(iii) = (i) : se T*T = Id, o resultado é trivial. O

Proposicao 128. Sejam H espago de Hilbert e T € L(H). As seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) T é unitario;
(ii) T é isometria sobrejetora.

Demonstragio. (i) = (ii) : Suponha T unitario. Entdo TT* = Id, o que implica que T ¢é
sobrejetora. Além disso, TT™* = Id implica que T é uma isometria pela proposicdo anterior.
Portanto, T é isometria sobrejetora.
(ii) = (i) : Da proposicao anterior, sendo T" isometria, 7*T = Id. Sendo T sobrejetora,
T~ é isometria sobrejetora. Da proposicao anterior:

Id=(T"Y(TYH={T)"YT)' =TT ' = TT"=1d

Portanto, T' é unitéario. ]

9.10 Operadores Idempotentes
Definigdo 114. Um operador E € £(H) é chamado idempotente se E = E2.

Exemplo 105. Seja H um espago de Hilbert, e F' subespaco fechado de #H. Entao, a
projecio ortogonal pr(z) € L(H) é tal que p% = pp, pois sendo z = f +¢g, com f € F e
g € FL, temos

pr(pr(x)) = pr(pr(f +9) =pr(f) = f
Note que Ker(pr) = F+ e Im(pr) = F.

Exemplo 106. Seja H = R?, e considere T' € £(R?) representada pela matriz < 1 8 > ,
ou seja:
T : RZ — R2
(z,y) — T(2,y) = (v,2)
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Observe que T2 = T, pois

(1) =(1)(18)-(1)

Observe que T ndo pe uma projecao ortogonal. Além disso,
KerT = {(0,y) : y € R}

ImT = {(z,z) : . € R}
Veja que KerT # (ImT)*, diferentemente do caso anterior.
Exemplo 107. Seja k(z,y) = e27(@—Y)
operador integral

para (z,Y) € [0,1] x [0, 1]. Entéo, o correspondente

T. : L*(0,1] x[0,1]) — L3([0,1]
o Tn(f):

[0,1])
@) f(y) dy

C—r X

é idempotente. De fato, observando que

K(z,y) = 2™ @) = 2(cos(m(z — y)) + isen(m(z — y))),
temos

1

1 1
20/ cos( y))+isen(m(z—y))) f(y) dy = 2 /(cos(ﬂ(x - y) dy —1—20/ sen(m y)) f(t

0
Proposigao 129. Sejam H espaco de Hilbert e E € £L(H). Entao:
(i) E é idempotente se e somente se Id — E é idempotente;

(ii) Se E é idempotente,
ImFE = Ker(Id — FE)

Ker(E) =Im(Id — E)

(iii) Se E ¢é idempotente, entdo
H=KerE & ImE,

no sentido de soma direta topoldgica.

Demonstragao. (i) Temos que:
(Id—E)Y=Id-E<Id-2E+E*=Id-E=-E+E*=0=FE*=F
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(ii) Seja E idempotente. Entao Ker(I/d — E) C Im(F), pois
0={Ud—-E)(x)= E(zr)=Idx)=x

Seja x € Im E. Entdao x = E(y) para algum y € H.

Logo,
E(x) = E*(y) = E(y) =2 = x € Ker(Id — E)

Portanto, Ker(Id — E) = Im(FE).

Como Id — F é idempotente, pela igualdade anterior temos que

Ker(Id — (Id — E)) =Im((/d — E)) = Ker(E) = Im(Id — E).

(iii) Seja z € KerENImE. Se x € Im E, entdo E(z) = z. Mas se x € Kere, entdao = = 0.

Seja x € H. Temos que
z = E(@) + (z - E(z))

onde E(z) e ImE e x — E(x) € KerE, pois
E(z — E(x)) = E(z) — E*(z) =0
Logo, H = KerEk @ Im E.
O
Existem exemplos de tranformagoes idempotentes que nao sdo continuas, como o abaixo:
Exemplo 108. Encontrar

Observacao 36. Provamos como aplicacdo do Teorema da Aplicacio Aberta que para
‘H espaco de Hilbert, F,G subespacos fechados de H tais que H = F & G. Entao existe
E € L(H) idempotente tal que FF = KerE e G =Im E.

Lema 11. Sejam H espaco de Hilbert e £ € L(H) idempotente. Seja M = Im E. Entao E
é a projecao ortogonal de H sobre M se e somente se KerF = (Im E)* = M*.

Demonstragio. (=) Se E = pyy, entdo obviamente KerE = M+,
(<) Seja x € H. Entéo

z — E(x) € Im(Id — F) = KerE = M+
Logo z — E(x) € M*, para todo 2 € H. Assim, E = py;. O

Proposi¢ao 130. Sejam H espaco de Hilbert e E € L(H) idempotente, com E # 0. Seja
M =ImE. Entao E é projecao ortogonal de H sobre M se e somente se ||E|| = 1.
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Demonstragio. (=) Sendo E idempotente,
2
1B] = |[B%| < 1B = 18] = 1.
Se E = pyr, seja x € H, e escreva = E(z) + z, com z € M. Entao

Iz)|* = | E@)|]” + |I2)* = || E()|)?

Logo, |E(z)|| < ||z para todo = € H. Assim, ||E| < 1.
Concluimos que ||E|| = 1.
(<) Seja E idempotente, com ||F| = 1. Pela proposigdo anterior, é suficiente provar

que Im E = (KerE)*.
(D) Seja z € (KerE)*L. Como x — E(z) € Ker(E),

0= (xr— E(x),z) = (z,z) — (E(x),x) = (z,z) = (E(x),x)

(2,2 = E(x))=(E(2),z — B(x)) = =(B(x), 2)=(E(x), B(2))) = —(|l’= [ E@)|*) = =(l=]*~ =) = ¢

Portanto, = € Im E. Logo, (KerE)* C Im E.
(C) Seja x € Im E. Escrevamos © = y + 2, com y € KerE, z € (KerE)'. Da inclusao
anterior, z € Im F.

v=B(x) = Ely+2) = E(y) + E(z) = E(z) = =

Logo, = = z € (KerE)™*, o que implica Im E C (KerE)*.
Portanto, Im E = (KerE)*.

O
9.11 Operadores Compactos
Definicdo 115. Seja X um espago métrico e A C X.
& Dizemos que A é totalmente limitado se para cada ¢ > 0, existem x1,..., T, € A tais

que

AC Lmj B(xj;¢)
=1
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¥ A é dito relativamente compacto se A é compacto.

& A édito sequencialmente compacto se qualquer sequéncia em A possui uma subsequén-
cia convergente.

¢ A é dito localmente compacto se todo ponto admite uma vizinhanca compacta.

Exemplo 109. O conjunto (0, 1) é relativamente compacto em R, pois (0,1) = [0, 1] que é
compacto, pois é fechado e limitado.

A proposicao seguinte caracteriza os conjuntos relativamente compactos em espagos de
sequéncias generalizados.

Proposicdo 131. Seja A = {a'};cr C £,. Entdo

Proposicao 132. Sejam X espago métrico e A C X. As seguintes afirmagoes sdo equiva-
lentes:

(i) A é relativamente compacto;
(ii) A estd contido num compacto de X;

(iii) Toda sequéncia (zy)nen de elementos em A possui uma subsequéncia convergente a
um ponto de X;

(iv) A é totalmente limitado e A é completo.

Demonstracio. (i) = (ii) Claramente, temos que A C A, que é compacto em X por
definigao.

(ii) = (iii) Sendo A contido num compacto e X um espago métrico, entdo A é sequen-
cialmente compacto.

(iii) = (iv) Suponha por absurdo que A néo seja totalmente limitado. Entéo existe um
€ > 0 tal que néo existem x1,...,2,, € A tais que

AC G B(z;¢e).

i=1

Indutivamente, podemos construir uma sequécnia (x,)nen em A tal que x,, ¢ B(x;;¢),
para i # n, isto é, d(z;,z;) > €, para i # j.

Logo, (n)nen nao admite uma subsequéncia convergente, absurdo.

(iv) = (i) Observe que se (,)nen ¢ uma sequéncia de um conjunto totalmente limitado,
entdo ela possui uma subsequéncia de Cauchy.

Como A é totalmente limitado, dado € = 2%, seja D, C A finito, tal que

Ac B(az;21n>

.’Z‘GDn
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Seja yo € Dy tal que
Ay = {n S N|$n S B(yo; 1)}

1
T, € B <y1; 2)}
¢é infinito.

Dessa forma, se A C N é infinito, seja yr11 € Dii1, tal que

1
Tn € B (yk—H; 2’““)}
¢é infinito.

Tomemos uma sequéncia crescente (ny)ien de naturais tal que x,, € Ai. Entao (25, )ken
é uma sequéncia de Cauchy. O

¢ infinito.
Seja y1 € Dy tal que

A():{TLEN

Ak+1 = {HGN

Defini¢ao 116. Sejam X e Y espacos normados e T: X — Y linear. Dizemos que T é
compacto se T(Bx) é relativamente compacto em Y, isto é, T'(Bx) é compacto.

Lema 12. Sejam X e Y espacgos normados e T': X — Y aplicagao linear. Sdo equivalentes:
(i) T é compacto;
(ii) T(Bx) esta contido num compacto de Y

(iii) 7T'(M) é relativamente compacto para todo M C X limitado.

(iv) Se (xn)nen € uma sequéncia limitada em X, (T(x,))nen admite uma subsequéncia
convergente.

Demonstragdo. Todas as implicagoes decorrem diretamente da proposi¢ao . O
Observacgao 37. Se dim(X) = oo, entao Id: X — X nao é compacto.
Como notacdo, adotaremos
K(X,Y)={T: X — Y|T é linear e compacto.}

Proposicao 133. Sejam X, Y e Z espagos normados. Entao:

(i) K(X,Y) C L(X,V);

(ii) K£(X,Y) é subespaco vetorial de L(X,Y);
(iii) Se Y é espaco de Banach, entdo K(X,Y) é fechado em L£(X,Y);
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(iv)

SeSeL(Z,X),Re LIY,Z)eT € K(X,Y), entdo RoT e T o .S sdo compactos, ou
seja, (X, Y') é um ideal bilateral.

Demonstragiao. (i) Seja T' € K(X,Y). Entao, T(Bx) é compacto em Y. Em particular,

(ii)

(iii)

T(Bx) é limitado. Consequentemente, existe ¢ > 0 tal que

T(Bx) C{yeY :|lyl <c}

Dai,
L(X,Y).

Observe que 0 € K(X,Y). Sejam T,U € K(X,Y) e a € K. Vamos mostrar que
T+ aU € K(X,Y). Consideremos uma sequéncia (,)nen limitada em X. Como T é
compacto, seja (zn, )ken subsequéncia de (z,)nen tal que (T'(zy, ))ren ¢ convergente.
Tomemos a mesma subsequéncia tal que (U(zy, ))ren € convergente.

Logo, (T + aU)(xy,))ken é convergente. Portanto T'+ aU € K(X,Y).

:1:)” < ¢ para todo x € Bx. Portanto, T é continua. Logo, K(X,Y) C

Suponhamos Y de Banach. Seja (7},)n,en uma sequéncia de operadores em K(X,Y)
convergente a T' € L(X,Y), ou seja,

lim (|7, — T =0.
n—o0

Utilizando a implicagdo (iv) = (i) da proposicao , vamos verificar que T'(Bx) é
completo e totalmente limitado, o que vai implicar T' compacto.

Como Y é um espago de Banach, claramente T'(Bx) é completo. Provemos que T'(Bx)
¢ totalmente limitado.

Dado € > 0, seja ng € N tal que

€
IT —T,| < 3 Yn > ng
Comoo T, é compacto, entdo existem z1, ...z, € By tais que

nOBX UB<no$z )

Seja x € By, ou seja, ||z|| < 1. Entao existe z; tal que

| T () — Tro ()| < =

3
Assim,
HT(x) - T(%)H = ||T(x) T (x) + Ty (x)=Tn, (‘L]) + Ty (:FJ) T(x )H
< T(az)me(x)H + HTno( ) —Tho m] H + HTno - H
= || Tno(w) — T(I)H + HTno( ) — T ( H + Hl Im)(",/ )H
< NT-Tull+ 5+ |7 = T,
< §+5+%
= £
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Logo, ||T'(z) — T(z;)| < ¢, e portanto

m

T(Bx) C | B(T(x:):2)

=1

(iv) Sendo S € L(Z,X) e T € K(X,Y), como S é continuo, existe um a > 0 : S(Byz) C
aBx. Logo,
ToS(Bz)=T(S(Bz)) CT(aBx)=aT(Bx) C oT(Bx)
Como oT'(Bx) é compacto, pois T é compacto, segue que T' o S(Byz) é compacto, e
portanto T o S é compacto.

Seja agora R € L(Y, Z). Note que

(RoT)(Bx) = R(T(Bx)) € R(T(Bx))

e R(T(Bx)) é compacto, pois R é continua e T'(Bx) é compacto. (fungdes continuas
preservam a compacidade) Portanto,

R(T(Bx)) é compacto = R(T(Bx)) = (RoT)(Bx) é compacto

Logo, RoT é compacto.
O

Definigao 117. Sejam X e Y espacos normados e T: X — Y linear. Dizemos que 1" tem
posto finito se
dim(Im(7")) < oo

O conjunto dos operadores de posto finito serd denotado por
F(X,Y)={T € L(X,Y)|T tem posto finito.}
Observagao 38. Note que F(X,Y) é um subespago vetorial de £L(X,Y).
Proposigao 134. Todo operador de posto finito é compacto, ou seja,
F(X,Y)CK(X,Y).

Demonstragio. SejaT € F(X,Y). Entao pela continuidade de T, T'(Bx) é limitado. Assim,
T(Bx) CImT. Como T é linear e fechada e dim(Im(7")) < oo, segue que T'(Bx ) é compacto.
Portanto, T' € K(X,Y). O

Exemplo 110. Sejam H um espago de Hilbert, e F' subespaco de ‘H com dimenséo finita.
Entao a projecao ortogonal pr de H sobre F' é compacto.

Proposicao 135. Sejam X e Y espagos normados e T' € K(X,Y). Entao Im T é separavel.
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Demonstragio. Sendo T compacto, T'(Bx) é relativamente compacto, o que implica T'(Bx)
totalmente limitado. Portanto, T'(Bx) é separavel.
Logo,

ImT=T(X)=T U nBx | = U T(Bx) ¢é separavel.
neN neN

Observagao 39. Se X é normado e Y é de Banach, entao

F(X,)Y)CK(X,Y)

Um problema na Anélise Funcional é saber em que condic¢Ges ocorre a igualdade. Se X
e Y forem espacos de Hilbert, entao

F(X,Y) =K(X,Y)
A titulo de curiosidade, mencionamos o seguinte teorema:

Teorema 41. O espaco K(X,Y') dos operadores compactos entre dois espagos de Banach
X e Y contém um subespago isomorfo a £, e somente se Y contém uma cépia de £, ou X
contém uma copia complementada de £.

Definicao 118 (Operador de Hilbert-Schmidt). Seja H um espago de Hilbert separavel.
Um operador linear e continuo T': H — H é chamado operador de Hilbert-Schmidt se existe
uma base ortonormal (e;);c; de H tal que

ITllgs =, |- ITe)|* < o0
el

Proposicao 136. Sejam X normado e H espaco de Hilbert. Considere T' € K(X,Y).
Se (én)nen € uma base ortonormal para Im7T e p, é a projecdo ortogonal de Im7T" sobre
le1,...,en],entdo

lim [[p,T — T =0
n—oo

Demonstragio. Pela proposigdo anterior, W = ImT é separavel. Seja {ej,es,...} base
ortonormal de W.

Considere p,, a projecao ortogonal de W sobre F), = [eq,. .., ey].

Escrevamos T;, = p,T.

Afirmacgao 2. Para todo x € X, temos que

lim ||T,(z) — T(x)|| =0

n—o0
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Demonstragio. Seja h = T'(x). Entao

Pelo Teorema da Base de Hilbert @,

h = i(h, €n)en
n=1

Dai,
n o0
dim |[pn(h) =7 = Jim Z;<h,e,b>en — Zlul.«,,ye,, =0
1= n—=
O
Sendo T' compacto, dado € > 0, existem x1, ...z, € Bx tais que
m
T(By) C U1 B (T(xi); ;)
Dado x € By, seja x; tal que
€
HT(.T) — T(LL’J)H < 3
Assim,
HT(:U) — Tn(CC)H = ‘T(CE)T(:ITJ') + T(z)=Tn(z;) + Tn(xj) — Tn(x)H
< ||T(@) = T(@g)| + || T(x;) = To(aj)|| + [[pnT (2; — 2)]|
< 2|T(@) - T(o))| + |T(2;)  Tolas)]
< 5 +H[|T(5) - Talay)
Usando a afirmacio provada acima, existe ng € N suficientemente grande tal que
|7 () — Tn(zj|| < % 1 <j<m,Vn>ng
Dai,
2
|7@) = Tu@)|| < 5+ [ T() = Tulay)]| =
|T(z) — Tn(z)|| < % + % Vn > ng =
T (z) — Tn(x)H <e, Vn>ng
Portanto,
lim |T—T,||=0
n—o0
O
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Teorema 42. Sejam X espaco normado, H espago de Hilbert e T' € L(X,H). Entao T é
compacto se e somente se existe uma sequéncia (7, ),en em F (X, H) tal que

lim |- T, =0
n—oo
Corolario 22. Sejam #H;,Hz espagos de Hilbert e T' € L(H1, H2). Entao,
T é compacto < T é compacto

Demonstragio. (=) Suponha T compacto. Pelo teorema anterior, existe (T},)pen uma
sequéncia em F(H1,Hsz) tal que

lim |T—T,||=0
n—oo
Tome T € F(Ha, H1), para todo n € N. Pela propriedades dos operadores adjuntos, temos

que
7" = T3 = (T = )| = IT = Tall =

lim |7 — T;|| = lim |T —T,| =0
n—oo n—oo
Portanto, T* € K(Ha, H1).

(<) Se T* é compacto, usando a implicagao anterior, (T*)* = T é compacto. O

Observacgao 40. O corolario @ também é valido para espacos de Banach, mas possui uma
demonstracdo mais trabalhosa nesse caso.

Proposicao 137. Seja H espago de Hilbert separavel com base ortonormal (e,)nen. Seja
a = (an)nen € lo. Considere T, € L(H) tal que Ty(e,) = ane, para todo n € N, com
ITull = llall.- Entdo

T, é compacto < a € ¢

Demonstragio. Seja py, a projegao ortogonal de H sobre [ey,. .., e,]. Consideremos
Sn =T, — pnly
Vamos mostrar que S, é o operador diagonal. Temos dois casos a considerar:
e Seja j < n. Entao:
Sn(ej) = Talej) — pnTale;) = ajej = aje; =0
e Seja j > n. Entao:
Sn(ej) = Tu(ej) — pnTu(e;) = To(ej) — pulajej) = aje; — 0 = aje;
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.. Sp é operador diagonal. Temos portanto que
1S5l = sup |ay|
>n
Logo, pnTy € F(H).
(=) Suponha T, compacto. Segue da proposi¢ao anterior que
lim || Ty — pnTel| = 0= lim ||S,|| =0=a € ¢
n—00 n—00
(<) Suponhamso que a € ¢y. Entao,
lim ||S,|| = lim [T, — pnTy4|| = 0.
n—oo n—oo
Logo, T, € K(H). O
Agora, estamos aptos a dar exemplos de operadores compactos:

Exemplo 111. Considere

T - by — ¥y
T = (xn)nEN — T(.’,U) = (.ZUl,%, %3,. . )

Este operador é compacto.
Exemplo 112. O operador

S 52 — gg
= (Tp)neny +— (0,21,29,23,...)

nao é compacto, pois

S* by —> Uy
T = (Tp)nen — (v2,73,24,...

e 5*S = Id, que nao é compacto.
Exemplo 113. Por outro lado, considerando S e T' dos exemplos anteriores, temos que

SoTl : by — Ly
(xn)nEN — (Oax17%7%7"')

é compacto.

Exemplo 114. O operador integral, dado para x € L2([0,1] x [0,1]) com a topologia
produto, dado por

T. : L*0,1] — L?0,1]

fo— Tu(f) = [r(z,y)f(y)dy

OH»—!
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é compacto, pois é um operador de Hilbert-Schmidt.
De fato, seja (en)neny Uma base ortonormal de L2[0, 1]. Defina

emn = em(T)en(y) Y(z,y) € [0,1]?

Entao (€mn)mnen ¢ uma base ortonormal de L2([0, 1] x [0, 1]).

Vamos ver que T,; é um operador de Hilbert-Schmidt. Sejam (e;,)nen base ortonormal

de L2[0,1] e (émn)m.nenN como acima. Entao:

(K, €mn>L2([0,1]2) = [ wl@,y)ennr,y) dz,y)

Por outro lado,

Dai,

= [5llz2(o,p2) < o0

Portanto, T,; é um operador de Hilbert-Schmidt, e assim é compacto.

Exemplo 115. O operador de Volterra

onde

é compacto, pois é um caso particular do operador integral para k(z,y) = Zjg 4 (y)-
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9.12 Teoria Espectral em Espacos de Hilbert

Definicdo 119. Sejam T € L(H) e A € K. Dizemos que A é um autovalor de T se Ker(T —
AI) # {0},

Se h € Ker(T — AI) e h # 0, dizemos que h é um autovetor associado a A, e é valido que
Th = \h.

O espectro de T é o conjunto de seus autovalores, que serda denotado por A(T).

Exemplo 116. Seja a € £, e considere

D, : by — Ao
To((Tn)nen) +—  (anTn)nen

O espectro de D, é
A(D,) = {a1,az,a3,...}

Seja a € A(D,). Tome
Jo={j€eN:a;=0a}

h € £y é autovetor associado a a se e somente se h € [ej 1 j € Ju].

Exemplo 117. Considere

T by — {9
ZL‘:(l‘n)neN — T(IE): (0,1‘1,%,%,...)

é um operador compacto, como visto anteriormente, mas ndo possui autovalores. De fato,
se esses existissem, teriamos:

T2 X
<O,ZE1, ?2, 33, .. ) = ()\$1,)\$2,)\$3, .. )

o que implicaria (Azy, Az, Azs,...) = 0.
Exemplo 118. O operador de Volterra

V. L?0,1]

onde

é compacto mas nao tem autovalores.

Veja que a compacidade de T nao é suficiente para garantir que seu espectro é nao-vazio.
Estudaremos em breve as condi¢bes nas quais um operador compacto possui autovalores.
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Proposicao 138. Sejam H espaco de Hilbert e T' € K(H). Se A € A(T), A # 0, entéo
dim(Ker(T — AI)) < oo

Demonstragio. Suponhamos que Ker(T' — AI) contém uma sequéncia infinita (e, )nen de
vetores ortonormais.

Sendo T' compacto, existe uma subsequéncia (e, )ren tal que (T'(en, )ken é convergente.
Em particular, (7'(en, )ken € uma sequéncia de Cauchy.

Mas para ny # ng,

1T (eny) = T(en)||? = [ Aenr = Aen, IP = AP [|ens — ene||® = 2171 > 0,

uma contradi¢do, pois (T'(ep, )ren € uma sequéncia de Cauchy. Logo, Ker(T' — AI) tem
dimensao finita. O

Proposigao 139. Sejam H espaco de Hilbert e T' € IC(H). Entao A(T') é enumeravel e o
Unico ponto de acumulagao possivel é A = 0.

Demonstragdo. Para n € N*, considere
1
A, (T) = {)\ e A(T) : |\ > n}

E suficiente provar que cada A, (T) é finito, pois

AT) - {0} = | Au(D)

neN*

Inclusive poderiamos definir Ag(T") = {0}, o que ndo ird influenciar na demonstragao.
Suponhamos que existe ng € N* tal que A, (T") é infinito.
Sejam (Ap)nen autovalores distintos, tais que |A,| > nio Vn € N.
Sejam x,, # 0 tais que T'(zy,) = A\yxyp. O conjunto {x,, : n € N} é LI.
Denotemos por M = [z1,...,2,],n € N.
Vejamos que

1. Paracadan € N, existe y, € M, ||y,| = 1 tal que (T'(y,))nen ndo possui subsequéncia
convergente;

2. HT(yn) —T(ym)|| = = >0, paran > m.

ng

De 1 e de 2, temos que (Yn)nen € uma sequéncia limitada em H tal que (T(yn))nen nao
possui subsequéncia convergente, absurdo.
Provemos estes dois fatos:

1. Para todo n € N, M,,_1 € M,. Seja y, € M,, com |ly,|| =1, tal que y,, € M- ;.

Se & € M1, entdo [y, — z|* = [lyal* + l=|* > 1.
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2. Tomemos n > m. Queremos escrever T(y,) — t(Ym) = A\yn — &, com T € M,,_1, pois
nesse caso:

1
Yn — A;lsz\ > -

17 (5n) = Tom)| = | o

M = X | = [Pralva = A7) = I

Devemos entao ter
= T(yn) - T(ym) - Anyn = (T - )\nI)yn - T(ym)

Em geral, x € M,, pode ser escrito de forma tinica como

n
x:a1x1+...+anxn:Zozk Tk
k=1

Temos que Tx € M,. Além disso,

(T — \I)(x)

(T =AM | > apzk
k=1
= 041()\1 - )\n)xl + 052()\2 - )\n)xQ +...+ Oén—l(>\n—1 - An)wn—l

= > —lag(Ap — An)zk
k=1

Portanto, (T'— A )x € M, _;.

Comom <n-—1e M, C M,_1, temos

(T - )‘nI)yn - T(ym) =7ITE€ Mn—l
————— ——
GMnfl GMn71

O]

Defini¢ao 120. Sejam T' € L(H) e M C H subespaco. Dizemos que M é T-invariante se
T(m) € M Ym € M, ou seja, T'(M) C M.

Proposiciao 140. Sejam T € L(H) e M C H subespaco T-invariante. Entao ML é T*-
invariante.

Demonstracio. Sejam x € M+ e y € M. Entao
(y, T"z) = (Ty,z) = 0,

pois Ty € M e x € M+,
Entdo T*x € M+, Logo M+ é T*-invariante. O

Proposicao 141. Sejam T € L£(H) normal e A € K. Entao:
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(i) Ker(T — M) = Ker((T — A\I)*)
(ii) Ker(T — AI) é T-invariante.
(iii) (Ker(T — AI))* é T-invariante.
Demonstragio. (i) Sendo T normal, entdo T'— AI é normal também:

(T — MI)(T — MI)* (T — AI)(T* — \I*)

= TT* = NTI* = \T* + M\\II*
= T*T — \T* — N[*T + M\\II*
= (T* = XI*)(T — \I)

= (T = AD)*(T — M)

Entao:
(T = AD)B|| = |(T = AI)*h|| YheH

Segue imediatamente o resultado desejado.
(ii) Seja h € Ker(T' — A\I). Entao:
(T —AX)h=0—=T(h)—A(h) =0= T\ = Ah € Ker(T — \])
Logo, |Ker(T — M) é T-invariante.
(iii) Seja h € Ker(T' — AI). De (ii), temos que
T*h = \h € Ker(T — M)

Logo, Ker(T' — AI) é T*-invariante.

Dessa forma, segue que (Ker(T — AI))* é (T*)* = T-invariante.
O

Proposicao 142. Seja T' € L(H) normal. Considere A, y autovalores distintos de 7. Tome
h € Ker(T — \I) e g € Ker(T — pl). Entao,

(h,g) =0
Demonstragao. Sendo g € Ker(T — ul), pela proposicao anterior temos T'g = 7ig. Assim,
Ah,g) = (A, g) = (T(h),9) = (h, T"g) = (h,fig) = p{h, g) = (A = p)(h — )0
Como A # pu, entdo (h,g) = 0. O
Proposicao 143. Seja T' € L(H) auto-adjunto. Se A é autovalor de T', entao A € R.
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Demonstragdo. Se Th = A\h, entdo como T é auto-adjunto,
Th=T"h=M=\A-ANh=0

Como A ¢ autovalor, existe um h = 0 satisfazendo Th— = Ah.
Portanto, A = A, o que implica A € R. O

Proposicao 144. Sejam T € IC(H) e A # 0. Suponhamos que

Hiﬂil |(T = AD)h)|| =0

Entao A é autovalor de T.
Demonstragao. Por hipo6tese, existe uma sequéncia (hy,)nen € Sp tal que

lim |[(T — AI)hy|| = 0.

n—oo

Como T' é um operador compacto, existe f € H e uma subsequéncia (hy, )ren tal que
lim ||T'(h,,)— f|| =0
Jim [7(hn, ) = £

Observe que

Logo,
lim h,, = lim A\™Y(—((T — AD)hy, ) + Thy,)
k—o0 ) k—o00
= lim AY(=((T = A)hy, ) + lim Thy,
k—o0 k—
lim A~Y(=((T — M)hyp,) + lim Thy,
k:—>o_ol ) 'k—>oo
= —-A kli)ngo(T — M)hy, ) + klingo Thy,
= A YT -\ < lim hnk) +T < lim hnk>

= AN YT - AD(f)=T(f)
= AT+ XU +T(H)=11f
Portanto, klim P, = A7
Como hy,, € Sy,

|t = 1= At = £ 0

Assim,
lim T'(hy,) = A"'T(f)

n—oo

Mas também ja haviamos concluido que

lim T(hn,) = f

n—oo
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Segue das duas equacbes acima que

f=XTT(f) = T(f) = M,

isto é, f € Ker(T' — AI), f # 0.
Portanto, A é autovalor de T.ww.pg.im.uf

Lema 13. Seja T' € L(H) auto-adjunto. Entéo ||T|| ou —||T|| é autovalor de T.

Demonstragdo. Se T = 0, o resultado é claro. Suponhamos T # 0. Como T é auto-adjunto,

entao

IT| = sup [(Th,h)]
Ihll=1

Seja (hn)neny uma sequéncia em Sy tal que
Tim [(Thy. ha)| = |7

Como T é auto-adjunto, entdao (Thy, h,) € R,Vn € N.
Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que

lim (Thy, hn) = A, [N =T

n—oo

Vejamos que A é autovalor de T. Usando a proposigdo , mostraremos que

HlizIH1£1 |(T = ADh)|| =0

Temos que

(T — X)) hp, (T — X)hy,)

| TR ||> = 2M(Thpy, hy) + A2
‘|T||2th||2 - 2)‘<Thn, hn> + >\2
|72 = 2X(Thy,, hy) + N2

A2 — 2XM(Thy, hy) + A2

2A(\ — (Thyp, hy))

(T = AD)Ry |

IR VAN VA VAN

E portanto:

n—r00 n—00

provando que WiLﬂlf H(T — )\I)h)H = 0. Logo, A é um autovalor de T.
=1

lim ||(T" - )\I)hnH2 < lim 20(A = (Thn, hn)) = 2A(A = lim (Thy,. 1)) = 2M(A = A) =0,

O

Proposicao 145. Sejam T' € L(H) e M C H subespago, tal que M é T'—invariante. Seja

S =T 1me L(M). Entao:
(i) Se T for auto-adjunto, entdo S também é.

(ii) Se M é fechado e T' é compacto, entao S é compacto.
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Demonstragio. (i) Sejam mq,mg € M. Assim,

(Smy,ma)p = (T'my,ma2) = (my1, Tma) = (my, Sma)m

(ii) Seja (mp)neny uma sequéncia limitada em M. Sendo T compacto, existe uma sub-
sequéncia (my, )ken tal que (T'(mp,))ken converge.

Portanto, (S(mp, ))ken converge em M. Logo, S é compacto.
0

Teorema 43. Sejam H u espago de Hilbert e T' € K(H) auto-adjunto.. Entao existe uma
familia ortonormal eq,es,... de autovetores de T' e correspondentes autovalores A1, Ao, ...
tais que, para cada x € H,

T(x) = Z A (z, ex)eg
k

Além disso, se (A, )nen é uma sequéncia infinita, entao

lim A\, =0

n—o0
Demonstragdo. Seja Hy = H e Ty = T. Sendo T compacto e auto-adjunto, existe autovalor
A1 de The correspondente autovetor e, com |le1]| = le

Aul = IITal-

Seja Ha = [e1]*. Note que Ha é subespaco fechado de H;. Como T(Hz) C Ha, pois T é
auto-adjunto, considere T = T' 194, . Entao Ty € K(H2) auto-adjunto.
Se Ty # 0, entdo existe um autovalor A2 de T» e correspondente autovetor ey com
lea]| =1 e
Ao = | T2l < 171l = [Ad]

Assim, {e1, ea} é um conjunto ortonormal.

Seja Hz = [e1, e2]* subespaco fechado de H. Entdo Hz C Hooe T(Hs) C Hs.

Seja T3 =T [y, . Entao T3 € Ker(H3) auto-adjunto.

De forma indutiva, o processo continua até que T, = 0 para algum n ou obtemos uma
sequéncia (A, )pen de autovalores de T' e correspondente conjunto ortonormal de autovetores
de T tais que

Ant1] = 1Togrll < 1 T0ll = [An] 7 =1,2,3,...

Vamos provar que se (A,)nen € uma sequéncia infinita, entdo lim A, = 0.
n—oo

Caso contrario, como |Ap4+1| < |\, existe um € > 0 tal que |A,| > ¢ Vn € N.
Assim, para todo, n # m,

[ Ten — Tem||* = [[Xen — Aem > = A2 + A2, > 2:2 > 0,

uma contradicao, pois 1" é compacto.
Resta mostrar que T admite a representacdo do enunciado.
Temos duas situacoes a considerar:
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o Caso 1: T),;1 =0 para algum n € N, e H,,11 = [eq,. . .,en]J—.

Dado x € H, seja
n
Tp =2 — Z<£L’, ek )ek-
k=1
Temos que z, L e;,1 < i <n, o que implica que x, € Hpy1.
Assim,

n

0="Th+1(z,) = Tyg1(x — Z<.’1’:7 er)er) = Tx—z Me(z, exyer = T(x) = Z A (z, ex ey

k=1 k=1 k

e Caso 2: T, # 0,n € N. Do mesmo mesmo argumento que no caso 1, segue para cada

rEH
n
T(@) = 3 Ml enjer|| = |[Tnra(an)]]
k=1
< N Twsllllznll
= Pastlllzall < agalllz]l
Dai

lim ((T(2) =D Aele, exdex|| = lim [Agiaf|z] = 0] X =0

n—00
k=1

Em qualquer caso, concluimos que

k
O
Observagao 41. Seja T € K(H) auto-adjunto. Sejam eq,eg, ... conjunto ortonormal de
autovetores de 1" e A1, Ag, ... os correspondentes autovalores ndo-nulos de 7', tal que

T(x) = Z Az, ex)er Vo € H
k

(a) {e1,e2,...} é uma base ortonormal de Im7T". Para todo = € H,

v =P+ (x,ex)er,
B

onde P, é projecao ortogonal de H sobre KerT.
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(b)

(c)

De fato, como e,, = ﬁT(en) € ImT, entdo [e,] = span{e,} é denso em Im T Logo,

span{ep} =ImT = (KerT)*:

Pelo Teorema da Base de Hilbert @, {en} é base ortonormal para (KerT)+
Se xz € H, (x — Pyx) € (KerT)*t. Entao

x— Pyx = Z((aj — P,x), ex)ex
k

Como ((z — Pyx),er) = (x, ex), segue

= P,x+ Z(w, ek)ek,
k

Se A\ # 0 é autovalor de T, entao existe k tal que A = A\, ou seja, todos os autovalores
aparcem na somatoria.

Caso contrario, se A # A\, para todos os k’s, seja v o autovetor correspondente a A.

Segue que (v, e;) = 0, para todo k, pois autovetores associados a autovalores distintos
sao ortogonais.

Entao
=Ty = Z A (v, ep)er, =0,
k

um absurdo, pois A # 0 e v # 0.

Cada \; aparece na sequéncia (\,)ncN exatamente d; vezes, onde

dj = dlm(Ker(T — )\]I))

Suponhamos A\j = A\y,,i =1,...,p e \j # \;. Para todo j € {n1,...,n,},
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